

















































































































































































































































































































































































Bộ GIÁO DỤC VÀ ĐÀO TẠO 

ĐOẢN QUỲNH (Tổng Chủ biên) - VÁN NHƯ CƯONG (Chủ biên) 

PH AM VŨ KHUÊ - BÙI VẤN NGHI 



(7ái bấn ỉần thứ tư) 


NHẰ XUẤT BẢN GIẢO DỤC VIỆT NAM 




NHŨNG OiỀU HỌC SÌNH CẨN CHÚ Ý KHI sử DỤNG SÁCH GIÁO KHOA 


1. Khi nghe thầy cõ giáo giảng bải, luôn luôn có SGK trước mặt. Tuy nhiên 
khòng viết, vẽ thêm vào SGK, để năm sau các bạn khác có thể đùng được. 

2. vể trình bảy, sách giáo khoa có hai mảng : mảng chính và mảng phụ. 

Mảng chính gồm các định nghĩa, định lí, tính chất,... và thường được đóng 
khung hoặc có đường viền à mép trái. Mảng này được ỉn lùi vảo trong. 


3. Khi gặp Câu hỏi 



cần phải suy nghĩ, trà lờĩ nhanh và đúng. 


4, Khi gặp Hoạt động các em phải đùng bút và giấy nháp để thực hiện 
nhũhg yêu cầu mà hoạt động đòi hỏi. 


Bản quyền thuộc Nhà xuất bâỉì Giáo dục việt Nam Bộ Giáo dục và Đào tạo 
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CHƯƠNG 



Vecto 


Vectơ là một khải niệm toán học mới đcr với các em. 

Học chương này, các em phải hiểu được vectơ lả gì, thế nào 
là tổng, hiệu của hai vectơ, tích của một vectơ với một số. 
Nhũng kiến thúc này rất quan trọng ( chúng là cơ sờ để học 
môn Hình học của cả ba lớp 10,11 và 12. 



§' I CÁC ĐỊNH NGHĨA 




1. Vêctd lã gì ? 


Trong Vật lí, những đại lượng như vận tốc, gia tốc, lực,... được gọi là 
đại lượng có hướng . Để x.ác định cấc đại lượng đó, ngoài cường độ của 
chúng, ta còn phải biết hướng của chúng nữa, 

Ví dụ : Một chiếc tàu thuỷ chuyển động thẳng ẩều với tếc đồ 20 hải ỉí một 
giờ'ị hiện nay đang à vị trí jif, Hỏỉ Sữu 3 giờ nữa nó sẽ ở đâu 1 

?ĩ| Các em có thể trả lài câu hỏi đố không ? Vì sao ? 


Hình 1 là hải đồ một vùng biển tại môt thời điểm 
nào đó, Cớ hai tàu thuỷ chuyển động thẳng đều mà 
vận tốc được biểu thị bằng mũi tên, Các mũi tện 
vận tốc cho ta thấy I Tàu A chuyển động theo 
hướng Đông, còn tàu B chuyển động theo hướng 

Đông - Bắc. Tốc độ tàu A bằng một nừa tốc độ 
tàu B (do mũi tên cảa tàu A dài bằng một nửa.mũí 
tên của tàu B ). 



Hình ỉ 


Như vậy, các đại lượng có hướng thường được biểu thị bằng những mũi tên 
được gọi là những VECTƠ. Vectơ là một đọạn thẳng nhưng cổ hướng. Để 
biểu thị cho hướng của đoạn thẳng ta íhẽm một dấu 'V vào một trong hai 
điểm mút của đoạn thẳng đó. 


Giả sừ ta có đoạn thẳng AB (cũng có thể viết 
là đoạn thầng BA ). Nếu thêm dấu vào 
điểm B thì ta có vectơ với điểm dầu là A và 
điểm cuối là B (h. 2a). Nếu ta thêm dấu 



’V vào điểm A thì ta dược vectơ với*điểm đẩu là B và dỉểm cuối là A (h. 2b), 
Như vậy, vectư là một đoạn thẳíig đâ xác định một hướng nào dó trong haì 
hướng có thể có của đoạn thẳng đã cho. Hướng của vectơ là hướng đi từ 


điểm đầu đến điểm cuối. 


ĐỊNH NGHĨA 

I Vectơ là một đoạn thẳng có hướng , nghĩa ĩầ trong hai điểm 

I mút của đoạn thẳng, đã chỉ rã điểm nàỡ ỉà điểm đầu, điểm 

II nào ỉà điềm cuối. 

Kí hiệu 

Nếu vectơ có điểm đầu là M và điểm cuối là N thì ta kí hiệu vectơ đó là 

*• 

MN. m 

Nhiều khí để thuận tỉện, ta cũng kí hiệu một vectơ xác định nào đó bằng một 

chữ in thường, vởi mũi tên ở trên, Chẳng hạn vectơ Êị />, x t ỷ, . 

■ I 

Vectơ-kh6ng 

I 

Ta biết rằng mỗi vectơ có một điểm đầu và một điểm cuối; mỗi vectơ hoàn 
toàn được xác định nếú cho biết điểm đầu và điểm cuối của nó, 

Bây giờ, với mỗi điểm M bất kì, ta quỵ ước có một vectơ mà điểm đầu là M 

và điểm cuối cổng là M. Vectơ đó được kí hiệu là MM và gọi là 
vectơ-không (cố gạch nôi giữa hai từ). 

-r 

■ I 

Vectơ cổ điểm đầu và điểm Ciiôĩ tràng nhau gợi ỉà vectừ-khồng. 


2 . Hai vectớ cùng phương, cùng hướng 

Với mỗi vectơ AB (khác vectơ-không), đường thẳng AB được gọi lả gỉấ 

của vectơ AB. Còn đối với vectơ-không AA thì mọi đường thẳng đi qua A 
đẻu gọi là giá của nó. 



Hình 3 



a) Trên hình 3, ta có các vectơ AB, DC , EF> MN, Qp, 

Hãy chú ý dến hai vectơ AB và DC , chứng có giá song song với nhau. Hai 

vectơ AB và EF cũng có giá song song, Còn hai vectơ ĐC và EF thí có 
giá trùng nhau. 

Trong các trường hợp đó, ta nối rằng : Các vectơ AB, DC, EF có cùng 
phương , hay đơn giản là cùng phương. 

Hai vectơ MN và QP có giá cắt nhau. Ta nói hai vẹctơ đó không cùng 
phương. Vậy ta có đinh nghĩa 

Hai vectơ được gọi lề cùng phương nếu chúng cố gỉâ song 

song hoặc tràng nhau, 

Rõ rằng vectơ-khống cùng phương với mọi vectơ. 



Hai vectơ AB và CD cùng phương, và hơn thế các mũi tên biểu Ihị AB vầ 
CĐ có cùng hướng, cụ thể là hướng từ trái sang phải. 

Trong trường hợp này, ta nói: Hai vectơ AB và CD cùng hướng. 

Hai vectơ MN và PQ cùng phương, tuy nhiên ta thấy rằng chủng không 

cùng hướng vì vectơ MN hướng lên phía trận, còn vectơ PQ thì hướng 
xuống phía dưới. 

Trong trường hợp này, ta nói: Hai vectơ MN và PQ ngược hướng, 

Như vậy 

/ - 7 - : - \ 

Nếu hữi vectữ câng phương thỉ hoặc chúng củng hưởng, 

hoặc chàng ngược hướng. 

_'_I___ / 

CHỨ Ý 

Ta quy ước rằng vectơ-khổng cùng hướng với mọi yectơ. 



3. Hai vectd bằng nhau 


Mỗi vectơ đều có một độ đậi, dó là khoảng cách giưa điểm đầu và điểm 
cuối của veclơ đó. Độ dài của vectơ ấ được kí hiệu là I d 


Như vậy t dối với vectơ AB , PQ ị..; m có 

I 


Ab\ = AB - BA, \pq\ = PQ - QP, ... 



Theo dinh nghĩa độ dài ở trển thí vecíơ-không có độ dài bằng bao nhiêu ? 

D 


Ta biết rằng hai đoạn thẳng gọi Là bằn'g nhau nêu 
độ dài của chứng bằng nhau. Trên hình 5 ta có 
hình thoi ABCD. Bốn cạnh cua hình thoi là bốn 
đoạn thẳng bằng nhau. Bởi vậy ta viết 

AB*A&mDé = BC. 




?3| Hai vectơ AB và AĐ trên hình 5 cũng có độ ẩàỉ bằng nhau , nhưng liệu 


chủng ta có nên nối rằng chứng bằng nhau vả vỉết AB - AD hay không ĩ 
Vì sao vậy ? 


Còn ầối với hai vectơ AB và DC thì có nhận xét gì về độ ẩài và hướng 
của chứng ? 

Một cách tự nhi ôn ta định nghĩa hai vectơ bằng nhau như sau 


ĐỊNH NGHĨA 

'Hai vectơ được gọi ỉà bằng nhau nếu chúng cùng hướng vầ 
càng độ dằỉ. 

Nếu hai vectơ ã và b bằng nhau thi tả viết a = b . 


t ®" CHỨ Ý 

Theo định nghĩa trên thi các vectơ-không đều bằng nhau : 
AA -- BB - pp = .... Bởi vậy, từ nay các vectơ-khồng dược ki hiệu 
chung là 0. 

Ấ 1 

Hãy vẽ một tam giác ABC vối các trung tuyến AD , BE, CF, rổì chỉ ra các bộ ba 

vectơ khác 0 và đôi một bằng nhau (cac Vôctơ này có điểm đầu và điểm cuối được 
lấy trong sáu điểm A, B, c, £>, E, F). 

Nếu G là họng tâm tam giác ABC thi cố thể viết ÀG - GĐ hay không ? Vì sao ? 





Cho vectd ả về một điểm o bất kì. Hãy xác định điểm A sao cho OA = ãL Có bao 
nhiêu điểm A như vậy ? 


Trong Vật lí, một lực thường được biểu thị bởi một vectơ. Độ dài của vectơ 
biểu thị cho cường độ cốa lực, hưởng của vectơ biểu ỉhị cho hướng của lực 
tác dụng. Điểm đầu của vectơ dặt ở vật chịu tác dụng cùa ỉực (vật đó 
thường được xem như một điểm). 


Trên hình 6, hai người đi dọc 
hai bên bờ kênh và cùng kéo 
một khúc gỗ đí ngược dòng. 
Khi đó có các lực sau đây tác 
dụng vào khoe gồ : hai ỉực 

kéo F\ và F2 của hai người, 

lực F 3 cùa dòng nước, lực 

đẩy Áe-si-mét F 4 của nước 

lẽn khúc gỗ và trọng lực Fs 
của khúc gỗ- 



r ' 



Uy*! ham Ha*min-íơn (VVilííam Hamiỉton) lè nhà 
toán học người Ai-len. ông đã viết một trong 
những công trình toán học đầu tiên về vectđ. 
ông là người xây dựng khái niệm qua-téo-nhông, 
một đại lượng giống như vectữ, có nhiều ứng 
dụng trong Vật lí. 


Câu hỏẫ và bâi tộp 

1* Vectơ khác với đoạn thẳng như thế nào ? 

2. Các khẳng định sau đây có đúng không ? 

a) Hai vectơ cùng phương với một vectơ thứ ba thì cùng phương. 



b) Hai vecto cùng phưcfĩìg với một vectơ thứ ba khác ó thì cùng phương, 
e) Hai vectơ cùng hưứng với một vectơ thứ ba thì cùng hướng, 

d) Hai vectơ cùng hướng vớỉ một vectơ thứ ba khác õ thì cùng hướng, 

e) Hai vectơ ngược hướng với môt vectơ khác õ thì cùng hướng. 

f) Điều kiện cần và đủ dể hai vectơ bằng nhau là chúng có độ dài bằng nhau. 

3. Trong hình 7 dưới dây* hãy chỉ ra các vectơ cùng phương, các vectơ cùng 
hướng và các vectơhằng nhau. 
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Hình 7 

4. Gọi c là trung điểm của đoạn thẳng AB . Các khẳng định sau đây đúng 
hay sai ? 

a) ÁC và BC cùng hướng ; b) AC và AB cùng hướng ; 

c) AB và BC ngược hướng ; d) IẠBI = I BC I; 

é)\ÃC\ = \BC\i f) I Ãể I = 2| BC |. 

5. Chọ lục giác đều ABCDẼF\ Hãy vẽ các vectơ bằng vectơ AB và có 

a) Các điểm đầu là c ; b) Các điểm cuối là F t D % ả 



TỔNG CỦA HAI VECTƠ 


Chổng ta đã biết vectơ là gì và thế nào ĩà hai vectơ bằng nhau. Tuy các 
vectơ khổng phải là những con số, nhưng ta cũng có thể cộng hai vectơ với 
nhau để được tổng của chung, cũng có ỉhể trừ di nhau dể được hiệu của 
chúng. Học sình cần nắm vững cách xác đinh tổng và hiệu của hai vectơ 
cũng như các tính chất của phép cộng và phép trừ vectơ. 






t. Định nghĩa tổng của hai vectơ 

Hình 8 mô tả một vật được dời sang vị 
trí mới sao cho các điểm A t ... cùa 
vật dược dời đến các điểm A \ AT,... mà 

AA' = MM* = .... Khi đó ta nói rằng : 

Vật được "tịnh tiến’ theo vectơ AA' 

1 ■ ■ 



?1 Trên hỉnh 9, chuyển động của một vật Hình 8 

ẩược mờ tả như sau ; Từ vị trí (ĩ), nó được A 

tịnh tiến theo vecíơ AB để đến vị tri .(lỉ). 

Sau đt) nó lại được tịnh tiến một lần nữa 

m m ^ ► 

theo vectơ BC để đến vị trí (Iỉĩ). 

Vật có thể được tịnh tiến chỉ một iần để 
từ vị irí (ĩ) đến vị trí (ỈU) hay không ? (Hị 

Nếu có, thì tịnh tiên theo vectơnàỡ ? Hình 9 



Như vậy có thể nói ; Tịnh tiến theo vectơ AC "bàng 11 tịnh tiến theo vectơ 
AB rồi tịnh tiến theo vectơ BC 

•I 

Trong Toán học, những điều trình bày trên dây được nói một cách ngắn gọn : 
Vectơ AC là tổng cua hai vectơ AB và BC , 

Ta đỉ đến định nghĩa (h. 10) 


Cho hai vectơ ơ vồ b . Lấy một điểm A nàỡ ầố rồi xác định 
các điểm B và c sao cho AB = ã BC = b Khi đó vectơ AC 
được gọi là tổng của hài vectơ a và b, Kí hiệu 

AC - ứ + b. 

Phép lấy tổng cùa hai vectơđtíợc gọi ỉà phép cộng vectơ. 



Hình Ì0 





Ấ * 

Hãy vỗ một tam giác ABC I; rổs xác định cốc vecíơ tổng sau đây 
a) ÃỄ + CỀ ; 



b) 4C + *c. 

2 

Hãy vẽ Mnh bình hành ABCĐ với tâm ỡ (p là giao điểm haỉ đường chéo). Hãy viết 


vectơ AB dưới dạng tổng cũa hai vectơ mà các điểm mút của chủng được lấy 
trong năm điểm À, B' c, Đ ; o. 


2, Các tính chất của phép cộng vectơ 

3 

Chứng ta biết rằng phép oộng hai số có tính chất gỉao hoán. Đối với phép cộng hai 
vectơ, tính chất đó có đúng hay không t Hãy kiểm chứng bằng hình vẽ. 

4 

Hãy vẽ các vectd OA = ã, AB - bị BC ~'c như trên 
hỉnh 11. Trên hình vẽ đó 

a) Hãy chì ra vectơ nào là vectđ ã + b, vè do đố 5 
vectơ nào là vẹctơ ịa&ỹị + c -ẹ 

b) Hây chĩ ra vectơ nào là vectd ỉ + c và do đố 

vẹctd nào là vectơ ã + (b +c). 

c) Từ đó có thể rút ra kết luận gì ? 



Hình H 




Từ các hoạt động trên, chúng ta suy ra các tính chất sau đây của phép cộng 
vẹctơ (cũng giống như các tính chất của phép cộng các số) 

( ~~~~ i , 7_:-/ r 'r -'N 

1) Tính chất giao hoán : a + b = b + ã ; 

2) Tính chất kếỉ hợp : (a + b) + c = ã + (ĩ + c); 

3) Tính chất của vecĩơ-không : a + 0 = ứ. 

_ _ ) 


CHỨ ý 

Do tính chất 2, các vectơ (ổ 4- ặ) + c và ã + (b + c) bằng nhau, 

bỏi vậy, từ nay chúng được viết một cách đơn giản ỉà ã + b + c , 
và gọi là tống cảữ bã vecíơ ã , b ĩ c. 



3. Gác quy tắc cân nhố 

Từ định nghĩa tổng của hai vectơ ta suy ra hai quy tắc sau đây 


QUY TẮC BA ĐiỂM (h.12) 


Với ba điểm bất kì M, N\ p, 
ta cố 


MN + NP 5 = MP 




QUY TẮC HỈNH BỈNH HÀNH (h.13) 






Nểu QABC là hình bình hầnh 
thì ta cố 

OẪ + Õc = ỚB. 


M 



Hĩnh 12 



Hình 13 


- -*- 1 r . 

?2| a) Hãy gỉải thích tạỉ sao ta có quỵ tắc hỉnh bình hành. 


b) Hãy giải thích tại Sãỡ tữ cố ậ + ĩ < \ãị + |ỉ|. 


Bài toán 1. Chứng minh rằng với bốn điềm bất kì Á, B, c, D, ta có 

ÁC + BÕ - ÃĐ + BC. 

GiảL Dùng quy tắc ba điểm ta có thể viết AC - AD + DC . Bởi vậy 

Ãc + 80 ^ÃĐ + DC + BÕ = ÃD + w + ÕC ( do tmh chất giao hoán) 

= AĐ + BC (quy tắc ba điểm đối với B , £), C). 



Dùng quy tắc ba điểm, ta cũng có thể viết AC ~ ẢB + BC. Hãy tiểp tục để có một 
cách chứng minh khác của Đài toán 1. 


Bàẵ toán 2. Cho tam giác đều ABC cố cạnh 
bằng a . Tinh độ dài của vectơ tồng AB + AC 

Giải. Ta lấy điểm Đ sao cho ABDC là hình bình 
hành (h. 14). Theo quy tắc hình bình hành ta cổ 

ÃB + ÃC = ĂD 


B Đ 



Hình 14 



Vậy 


AB 4 - ÃcỊ = \ãd\ =ad. 


Vì ABC là tam giác đều nên ABĐC là hình thoi và độ dài AD bằng hai lần 

aJị r 

đường cao AH của tam giác ABC, do dó AD 2 X a J = a^Ỉ3. 

ỉ 

Tóm lậi, \ÃỄ + Ãcl = aV3. 

Bài toán 3 

ữ) Gọi M Ịà trung điểm đoạn thẳng ÂB . Chứng minh rằng MA + MB = 0. 

6) Gỡi G /ồ írọng íứm tam giác ABC. Chứĩĩg mình rẳng GA + GB + GC = ô. 


Giải 

a) Theo quy tắc ba điểm, ta có AM + AM = MM 

■ 

trung điểm của A£ỉ nôn AM = MB. Vậỵ 

MẠ +0B = õ. 

b) (h. 15) Trọng tâm ơ nằm írên trung tuyến 

CM và GC = 2GM. Để tìm tổng GA + GB ta 
dựng hình bình hành AGBC Muốn vậy, ta chỉ Ị 

cần lấy điểm C' sao cho M là trung điểm GC. L 

Khi đó GẢ + GB = GC’ — CG Bài vậy 

GẴ + GB + GC = CG + GC = cc = ổ. 


= d Mặt khác, vì M là 



Hình 15 


?3l Trong lời giải của Bài toán 3, ta đã đùng đẳng thức GC ' - CG. Hây giải 
thích tại sao cổ đẳng thức đó. 


GHI NHỚ 


Nếu M là trung điểm đoạn thẳng AB thì MA + MB = õ ; 
Nếu G là trợng tầm tam giác ABC thì GA + GB + GC = 0 


CHÚ Ý 

Quy tắc hình bình hành thường được áp dụng trong Vật ỉí để xác 
định hợp lực của hai lực cùng tác dụng lên một vật. 


Trên hình 16, có hai lực Fị và F 2 cùng 

tác dụng vào một vật tại điểm o. Khi đó 
có thể xem vật chịu tác dụng của lực 

ĩ = Fị + % y là hợp lực cùa hai lực Fj 

và ĩỵ . Lực F được xác định theo quy tắc 
hình bình hành. 

Cầu hỏi vâ bồi ỉộp 

6. Chứng minh rằng nếu AB - CĐ thì AC - BD 

7. Tứ giác ABCD là hình gì nếu ÃẼ = DC và \Ãê\ \bc\ ? 

i. Cho bổn điểm bất kì M t N, p, Q . Chứng minh các đẳng thức sau 

a) PQ + ĨĨP + MÃ? = MQ ; 
b )NP + MN^Q? + MQ\ 
c )MĨỈ + PQ^MQ + PN, 

9. Các hệ thức sau đây đủng hay sai (với mọi a và b ) ? 

a) à + h I = |a| + lệ ; b) \ã + b\ % |íĩ| -ỉ- |í|. 

10. Cho hlnh binh hành ABCĐ với tâm o. Hẫy điền vào chỗ trống (...) để được 

đẳng thức đúng 

a) AB + ÀD - . . b) AB + CD — .ặ. 

OÃB + ỠẦ= .... d) ỮẴ + ÕC = . 

e) 04 + ÕB f oc + ÕD - ... 

11. Cho hình bình hành ABCD với tâm ỡ. Mỗi khẳng định sau đây đúng hay sai ? 

a) IăS + ÃÕ\ = |bđ| ; b) Ãẽ + BD = BC ; 

c) ÕẴ + ÕB = Õẽ + ÕD \ d) BD + ÃC = 'ẤD + BC. 

12. Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn tâm o. 

a) Hây xác định các điểm M t N t p sao cho 

ỠM = ỎA +ỠB ; Õỉĩ = 08+ ÕC ; ỠP = ÕC + ÕẢ, 

b) Chihig minh rằng OA + OB + oẻ = õ. 








13. Cho hai lực Fj và F 2 còng có điểm đặt tạị o (h.17). Tim cường đô lực 
tổng hợp cùa chúng trong các trường hợp sau 

a) Fị và F 2 đểu có cường độ là 100N, góc hợp bởi Fị và % bằng 120° 
(h, 17a); 

b) Cường độ của Fị là 40N, của % là 30N và góc giữa ỉỵ và % bằng 90° 
(h. 17b). 



1, Vectđ đôl sủa một vectcĩ 

Nếu lổng của hai vectơ ẵ và b ỉấ vecỉơ-không, thì tữ nói ú là 
vectơđổi củũ b , hoặc b là vectơâổi của ã. 

.?! Chõ đoạn thảng AB . Vectơ đổi của vectơ AB là vectơ nảỡ ? Phải chăng 

mọi vectơ cho trước đều có vecỉơ đối ? 

► ¥ 

Vectơ đối cửa vectơ ã được kí hiểu lầ -ã . 

-ĩ ■ 

Như vậy d + (-ã) = (-ã) + a - ò. 

Ta có nhận xéĩ sau đây 

r~ t 77 7 777 7 ; 7 7 7 7N 

I Vectơ đôi cảã vectơ a là vectơ ngược hướng với vectơ ã và 
cồ cũng độ dải với vectơ ã. 

. Đặc biệt t vectỡ ẩối của vectơ 0 ỉà vectơ õ, 

í. * * ' / 



Vĩ du. Giả sử ÁBCD là hình bình hành (h.18). 

Khi đó hai vectơ ÁB và CD có cùng độ dài 
nhưng ngược hướng. Bởi vậy 

ÃỂ =-CD và CD =~ÃB. 

Tương tự, ta có 

BC = ~DẴ và ĐA = -BC 



Hình 18 


Gọi 0 là tâm của hình bình hành ABCĐ, Hãy chỉ ra các cặp V 0 CỈƠ đốỉ nhau mầ có 
điểm đầu là 0 và điểm cuối là đỉnh của hình bình hành đó. 


Hiệu của haỉ vectơ { 

ĐỊNH NGHĨA 

Hiệu cảa hai vecíơ à và b, kí hiệu ã - b, là tổng của vectơ ã 
và vectơ đôĩ của vectơ b, tức lồ 

ã ” b = a + (~b). 

Phép ỉấy hiệu của hai vecĩơ gọi ỉầ phép trừ vectơ. 


Sau đây là cách dựng hiệu ã “ b nếu đã -— 

cho vectơ ã và vectơ b (h. 19). Lấy một ỷ 
điểm o tư ỳ ý rồi vẽ OA = ã và OB = ĩ), ỵ~a 
Khi đó BA = ã - b ị 

H 

m giảị thích Ví saỡ ỉa lại có BA — ã - b (h. ỉ 9), 



Hỉnh ỉ 9 


Quy tắc về hiệu v&ctơ 

Quy tắc sau đâỵ cho phép ta biểu thị một vectơ bất kì thành hiệu cùa hai 
vectỡ có chung điểm đầu. 


* ệ —4 > 

Nếu MN là một vectơ đã chớ thề với điểm o bất kì, ỉa luôn cố 

MN = ÕĨĨ - ỠM, 


Bàl toán, Cho bến điểm bất kì A t B, c, Đ. Hay dùng quy tắc về hỉệư vectơ 
để chứng minh rằng 

ẤB + CD ^ÃD + CB. 




Giải. Lấy một điểm o tuy ý, theo quy tắc về hiệu vectơ, ta có 

ÃB + CD = ÕB - ÕÃ + ỠD ~ÕC 
ÃĐ + CB ^ÕĐ-ỠẢ + ÕỈ -Õc 
So sánh hai đẳng thức trên ta suy ra AB -f CD - ÃĐ + CB . 


Ấ 2 (Giải bài toán trên bằng những cách khác} 

a) Đẳng thức cẩn chửng minh tương đương với đẳng thức ÃB - ÁĐ = CB - CD 
Từ đó hãy nêu ra cách chứng minh thứ hai cũa bài toán. 

b) Đẳng thức cẩn chứng minh cũng tương đương với đẳng thức ÃẸ - cĩì = Ão - cõ 
Từ đó hãy nêu cách chứng minh thứ ba của bàì toản. 

c) Hiển nhiên ta có AB + BC + CD + DĂ = Ỏ. Hây nêu cách chúng minh thứ tư. 


Côụ hoi và hâỉ tộp 

14. Trả lời các câu hỏi sau đây 

a) Vectơ đối cùa vectơ -ã là vectơ nào ? 

b) Vectơ đối của vectơ 0 là vectơ nào ? 

c) Vectơ đối của vectơ ã + b là vectơ nào ? 

15. Chứng minh các mệnh đé sau đây 

a) Nếu ã + ở - € thì ã~c - by b =c - ã ; 

b) a- (b + c) = ữ - b - c ; 

c) ữ - (b - c) - ẵ - b + c. 

16. Cho hình bình hành ABCD với tâm o. Mỗi khẳng đinh sau đây đứng hay sai ? 

ũ)ỠĂ-ÕB ^ÃB ; b) CO -ÕB = BA ; 

c) ÃB ~ÃD = Jc 1 d) Ãỗ ~ Ã5 = ; 

e) CD CO = BD - BÕ. 

17. Cho hai điểm Ấy B phồn biệt* 

a) Tìm tập hợp các điểm ữ sao cho OA = ỠB ; 

b) Tìm tập họp các điếm o sao cho OA — -OB, 

18. Cho hình binh hành ÀBCĐ. Chứng minh rằng DA - DB + DC = ổ, 



19. Chứng minh rằng AB = CD khi và chl khi trang điểm của hai đoạn thẳng 
AD và BC trùng nhau, 

20. Cho sáu điểm A, B, c, D, E 7 F. Chứng minh rằng 

AD + ĨỈE + CĨ = Ã£ + BF + CD = ÃF + BĐ + CE> 


* 



Ta đã biết thế nào là tổng của hai vectơ. Bây giờ nếu ta lấy vectơ ã cộng 
với chính nó thì ta có thể nói kết quả là hai lần vectơ ã 4 viết là 2ã , và gọi 
là tích của số 2 với vectơ ã , hay là tích cùa ã với 2, 

Trong mục nèỵ ta sẽ nóí đến tích của một vectơ với một số thực bất lá. 


1. Định nghĩa tích của một vectơ với một số 


Xét các vectơ ưên hình 20, Ta hãy chú ý 

đến hai vectơ ã và h , Hai vectơ đố có 

cùng hướng, và độ dài vectơ b bằng hai 

lần độ dài vectơ a , tức là \ĩị " 2\ã\ . 

Trong íiường hợp đổ ta viết b = 2ã và 

nói rằng iVectơ b bằng 2 nhắn với vecíơ 
ã (hoặc bằng vecíơ ã nhân với 2), hoắc 

vectơ b ìà tích của vectỡ d vớì sổ 2. 
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Hình 20 


Lại chổ ý đến hai vectơ c và 3. Hai vectơ này ngược hướng, và |?| = 



Khi đó ta viết c = (-2) d vồ nói rằng : Vecíơ c bằng — 2 nhân với vectơ 3 

—ệ _ 

(hoặc hằng vectơ d nhân vởi ~2), hoặc vectơ c ỉà tích của vectơ 3 với -2. 



1 

Vẽ hình bình hành ABCĐ. 


8} Xác đình điểm E sao cho AE = 2 BC. 

—, ( 1 > 

b) Xác định điểm F sao cho _AF - ~ 

K 2 J 



ĐINH nghĩa 


Tích của vectơ ã với số thực k là một vectơ, kí hiệu ĩà ìôữ 
được xác định như sau 

i ■ 

ì) Nếu kầ.0 thì vectơ kã càng hướng với vectơ ã ; 

Nêu k< 0 thỉ vectơ kã ngược hướng với vectơ ữ ; 

2) Độ dài vectơ kã bằng |£|.|ă| . 

Phép lẩy tích của một vẹctơvớề một sổ gọ ỉ là phép nhân veciơ 
với SỐ (hoặc phép nhân số với vectơ), 

Nhận xét. Từ định nghĩa ta thấy ngay lổ = ổ, (“1)5 là vectơ đối của ã, 
tức là (-1)5 = - ả. 


VI dts. Trẽn hầnh 21, ta có tam giác ABC với M và N lần ỉượt là trung điểm 
hai cạnh AB và Ác. Khi dó ta có A * 


a) Bẻ ■ 2MN ; MN = ị BC ị 

2 


b) BC = (-2) NM ; MN = 


í) 

L 2 ) 



c) AB — 2MB ; AN = 


Í--Ì 

^ 2 J 




Hình 2 ỉ 


2. Cáo tính chất của phép nhân Vẽctđ vềs số 


Dựa vào định nghĩa phép nhân vectơ với số ta có thể chứng minh các tính 
chất sau đây 



Với hai vecĩơ bết kỉ ã, b và mọi sô' thực k, /, ta cố 
ỉ) kựã) = (kt)ã ; 



2) (k + ỉ)a = kã + ỉ ã ; 


3) k(ã + b) = k'ã + kb ; kịữ “ b) - kã ~ kỉ ; 



— 0 khi vâ chỉ khỉ k = 0 hõặc 





2 {Để kiểm chứng tễnh chất 3 với k = 3) 

^a) Vẽ tam giác ABC vớì gíả thiết AB - ã và BC - ĩ . 

b) Xác định điểm A' sao cho^'if = 3ã vồ điểm c* sao cho BC' - 3Ẵ 

c) Có nhặn xét gì về hai vectơ AC và A'C ! ? 

d) Mẩy kếỉ thúc việc chứng minh tính chất '3 bằng cách dùng quy tắc ba điểm. 


^ CHÚ Ý 

1) Do tính chất 1, ta cóx~k)ã = (-1 À)a - (-1 ){kẵ) = -(kã). Bcâ vậy 
cả hai vectơ (-k)a và -{kã) đều có thể viết đơn giản là -kã. 

2) Vectơ — ã có thể viết là . Chẳng hạn i 'â có thể viết ỉà 

n n * 3 3 


Bài toán 1. Chứng minh rằng điềm ỉ ỉà trung điểm của đoạn thắng AB khi 
và chỉ khi với điểm M bất kì, tữ cố MA + MB - 2MỈ. 


GiẩL (h. 22) Với điểm M bất kì, ta có 

MẢ = Ã/7 ề ĨẴ f 

~MB — MÌ + ĨB , 

Như vậy 

MÊ -f ~MB = 2 MỈ + ĨẴ + ĨB 





Ta biết rằng / Ịà trung điểm cùa AB khi và dứ khi ĨA + ỈB = õ. Từ đó suy ra 
điêu phải chứng minh. 


Bài toán 2. Cho tam giác ABC với trọng tâm Gị Chứng minh rằng với điểm 
M bất kỉ, ta có 


MẢ + MB + MC = 3MG . 

Sl 3 (Đề giải Bài toàn 2) (h. 23) 

™ a) Tương tự Bài toán 1, hãy biểu thị các vectơ ÃíẴ , MẼ 
và MC qua vectơ Mỏ và tùng vectd GA, GB , GC ’ 

b) Tính tổng MA + Mẻ + MC . Vớỉ chú ý rằng G là trọng 
tâm tam giác ABC, hãy suy ra điều phải chứng minh. 



Hình 23 



3. Điểu kiện để hai vectđ cùng phương 


Ta dã biết rằng nếu b -- kã thì haỉ vectơ ữ và b cùng phương. Điều ngược 
lại có đúng hay không ? 
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Hình 24 


?ĩ| Xem hình 24. Hãy tỉm cẩe sô' k, m, p, q sao chõ b = kã ; c - mã ; 


b = rĩc ; X •= pũ ; ỳ ” qũ. 

Một cách tổng quát ta có 

( - ”— -----\ 

Vecíơ b càng phương với vectơ d (à í- 0) khị và chỉ khi 

có sốk sao cho b = kã . 

V _gBBllBi_1_I 



Trong phát biểu á trên, tai São phdi cỏ điều kiện 


ữt-ĩ) 


? 


Điểu kiện để ba điểm thẳng hàng 

Điều kiện cần và đủ để ba điểm phân biệt A, B, c thẳng 
hàng là cỏ sốk sao cho AB = kAC . 


Chứng minh . Ba điểm A, 3 f c thẳng hàng khi và chỉ khi hai vectơ AB và 
Àc còng phương. Bởì vậy theo trên ta phải cổ AB = kAC. 


Bàì toán 3. Chữ tam giác ABC có trực tâm fí, trọng tám G vồ lâm đường 
tròn ngoại nếp 0. 

a) Gọi Ị là trung điềm của BC. Chứng minh AH ” 20/. 

b) Chứng minh ỠH = OA + OB + oc. 

cỳ Chửng mình ba điềm o, G, H thẳng hàng , 



ỉải (h, 25) 


a) Dễ thấy ÂH - 2Oỉ nếu tam giác ABC vuông. 
Nếu tam giác ABC không vuỡng, gọi Đ 


Khi đó 

BH ỊỊ ĐC (vì cũng vuông góc với AC)> 

BD Ị Ị CH (vi cùng vuông gỏc với AB). 

Suy ra BDCH là hình bình hành, do đó 
/ là trung điểm cùa Hũ. Từ đổ 

ÃH = 20/. , 

b) Ta có 

ÕB + ÕC = 2ÕỈ = ÃH 

nên 


là điểm đối xứng của A qua o . 



OA h OB + oc = OA + AH - ỌỈL 


c) Ta đã biết OA + OB + oc = 3 OG . Vậy OH m 3 oà 
Suy ra ba điểm o, G, H thẳng hàng. 

Đường thẳng đi qua ba điểm này gọi là đường thảng ơ-le của tam giác ABC . 


4. Biểu thị một vectơ qua hai vectơ không cùng phương 

1 ■■ 

Cho hai vectơ ã và b . Nếu vectơ c có thể viết dưới dạng c = m a + n b . 
với m và n là hai số thực nào đó, thì ta nói rằng : Vectơ c Mẩu thị được 
qua hai veetơ ã và b . 

Một câu hỏi dặt ra là : Nếu đã cho hai vectơ không củng phương ã và b 
thì phải chăng mọi vectơ đểu cố thể biểu thị được qua hãi véc tợ đó ? 

Ta có định lí sau dây 


ĐỊNH Ú 


Cho hai vectơ không củng phương ã và b Khỉ đỏ mọi 
vectơ X đều cổ thể biểu ihị được một câch duy nhất qua 

hai vecĩơ d vầ b t nghĩa là có duy nhất cặp số m và n sao 
cho X = m 'ã 4- nb . 


Chứng minh 

Từ môt điểm o nào dó, ta vẽ các vectơ 
ÕẴ = ữ, ÕB = Ẻ, Õx - X (h. 26). 

Nếu điểm X nằm trên đường thảng OA 
thì ta có số m sao cho ơx ~ mỡA . 

Vậy ta có 

X = mã + 0 h (lúc này n “ 0). 

Tương tự, nếu điểm X nằm trên đường 
thẳng ỠB thì ta có 

X = Oa + nb (lúc này m = 0). 

Nếu điểm Xkhông nằm trên OA và ỠB thì ta có thể lấy điểm A* trên OA và 
điểm B* trên OB sao cho OAKB' là hình binh hành. Khi đó ta có 

ỠX OA + OB\ và do đó có các số n sao cho ọx = mOA + nOB , hay 

X as mã + nb. 

Bây giờ nếu còn có hai sơ m và n* saò cho X = mẵ + nb = m'ã + nb . thì 
(m - m')ấ - (n' — n)b 

_rt “* -i 

Khi đó, nếu m & m thì ã = -§r* b . tức là hai vectơ ã và b cùng phương, 

m — rn 

trái với giả thiết, vậy m — m\ Chứng minh tương tự ta cũng cổ n - n\ 



Câu hỏi và bài tệp 


21, Cho tam giác vuông cân OAB với OA - OB = ơ. Hãy dựng các vectơ sau 
dây và tính độ dài của chứng 

04 + 05; ÕẴ-ỠB; 304 +405; 

21 —* _ _ — lì — 3 — 

OA + 2 t 50B i ^ OA - ~ ỚB . 

4 ? 4 7 


22, Cho tam giác OAB. Gọỉ M, N 1ỒÍ1 lượt là trưng điểm hai cạnh OA và OB . 
Hãy tìm các số m và n thích hợp trong mỗi dẳng thức sau đây 

ÕM = mÕẴ + nõè ; MÃ? =mÕẴ +nOB; 

MB = m ơ<4 + n ới? 


AN = m OA +nOB\ 



23* Gọi M và N lần lượt là trung điểm các đoạn thẳng AB và CD. Chứng minh rằng 

2MN = ÁC + BĐ = ÃD + BC. 

24. Cho tam giác ABC và điểm G Chứng minh rằng 

a) Nếu GA •+ GB + GC = õ thì G là trọng tâm tam giác ABC ; 

b) Nếu có điểm o sao cho OG “ “■ (OA 4- OB 4 - oc) thì G là trọng tâm 

3 

tam giác ABC . 

25. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. Đặt ã - GA và b = GB. Hãy biểu thị 
mỗi vectơ AB , GC , BC ỳ CA qua các vectơ ã và b . 

26. Chứng minh rằng nếu G và G’ lần ỉượt ỉà trọng’ tâm tam giác ABC và tam 
giác A'B C’ thì 

3 GG' = ÃA' + 3B t -hCC\ 

Từ đó hãy suy ra diều kiện cần và đủ để hai tam giặc ABC và A^C* có 
trọng tâm trùng nhau. 

27. Cho lục giác ABCDEF Gọi p , QỊ R , s, T t ư lần lượt là trung điểm các cạnh 
ABy BC , CD, DE, 'EFị FA. Chứng minh rằng hai tam giác PRĨ và QSU có 
trọng tâm trùng nhau. 

28. Cho tứ giác ABCD . Chứng minh rằng 

a) Cố một điểm G duy nhất sao cho GA + GB + GC 4 - GD = ố , Điểm G 
như thế gọi là trọng tâm của bốn điểm A, B, c, D. Tuy nhiẽn, người ta vẫn 
quen gọi G là írọng tâm của tứ giác ABCĐ . 

b) Trọng tâm G là trung điểm cùa mỗi đoạn thẳng nối các trung diểm hai 
canh đối cảa tứ giác, nó cũng là trung điểm cua đoạn thẳng nối trung điểm 
haí đưòng chéo của tứ giác. 

c) Trọng tâm G nằm trên các đoạn thẳng nối một đỉnh của tứ giác và trọng 
tâm của tam giác tạo bỏri ba đỉnh CÒĨI lại. 




TRỤC TOẠ ĐỘ VÀ HỆ TRỤC TOẠ ĐỘ 

* I ■ 4 4 > I 


ở lớp 7, chúng ta đã làm quen với trục và hệ trục toạ độ Để-các vuông góc. 
Trong phần này, chúng ta sẽ nóí kĩ hơn về các khái niệm đó. 



1. Trục toạ độ 

Trục íoạ độ (còn gọi là trục , hay trạc số) là một đường thẳng 
trên đó đã xác đỉnh một điểm o và mội vectơ 1 cố độ dài 

■ + -h + 

hằng 1. J 

x’ o 'tí 7 

Hình 27 

Điểm o gọi là gốc toạ độ, vectơ ỉ' gọi là vectơ đơn vị của írục toạ độ. 

Trực ioạ độ như vậy dược kí hiệu là (O; ĩ ). Ta lấy điểm / sao cho Oỉ = ĩ t 

tỉa ỡỉ cồn được kí hiệu là Ox , tìa đối của Ox là Ox\ Khi đỗ trục (0\ĩ) còn 
gọi là trục xOx hay trục Ox (h. 27). 


Toa độ của vectơ và của điểm tréo trục 
■ ■ ■■ 

Cho vectơ Ũ nằm trên trục (O; ĩ) . Khi dó có số a xác định dể li = ứỉ, Sd 
ữ như thế gọi là toạ độ củữ vectơ ũ đối với trạc (O ; 0. 

Cho điểm M nằm trên trục (ớ; ĩ ). Khi đổ có số m xác định dể OM = mĩ. 
Số m như thế gọi là toạ đệ cảữ điểm M đối với trạc (O; í) (cũng là toạ độ 

cùa vectơ OM). 


4 1 , ._ 

/\ĩĩền trục ỡx cho hai điểm A và B lần lượt có toạ độ là a và b. Tìm toạ độ cỏa vectơ 
AB và vectơ BA i Tìm toa độ írung điểm của đoạn íhẳng ÀB. 


Độ dài đại số của vecĩơ trên trục 

* * * 

Nếu hai điểm A , B nằm trên trục ồx thì toạ độ của vectơ ÁB được kí hiệu 
ià AB và gọi là độ dèi ẵạị $ế của vectơ AB trên trục Ox. 

*Như vậy 

ẤB = ÃẼĨ 

Từ định nghĩa trên ta suy ra các khẳng đỉnh sau đây : Trẽn trục số, 

1) Hai vectơ Aẻ và Cũ hằng nhau khi và chỉ khi AB = CD 
(hiển nhiên); 

2) Hệ thức AB + BC “ ÁC tương đương vái hệ thúc 
ÁB + BC = AC (hệ thức Sa-lơ). 

Thật vậy, Ăẽ+BC = ÃC <^'ÃBỈ + BCỈ = Ãc ỉ 

'*=> (ÃẼ + BC)Ĩ = Ãc 7 oÃB + BC = AC. 

2. Hệ trục tỡẹ độ 

Trên hình 28* ta có một hê trục toạ độ vuông 
góc. Nó bao gồm hai trục toạ độ Ox và õy 
vuỏng góc với nhau. 

Vectơ đơn vị trên trục Ox là 7 , vectơ đem vị 

J h 

trên trục Oy là 7* 

Điểm ỡ gọi là gốc tọạ độ. Trục Ox gọi là trục 
hoành, trục Oy gọi là trạc tung. Hình 28 

Hệ trục toạ độ vuông góc như trên còn gọi đơn giản là hệ trục toa ẩộ và 

thường được kí hiệu là Oxy hay (ũ ; 7 * 7 ) ■ 

^ CHÚ Ý 

Khi trorig mặt phẳng đã cho (hay đã chọn) một hệ trục toạ đỏ, ta 
sẽ gọi mạt phẳng đổ là mật ỷhểĩỉg toạ độ. 




3. Toạ độ của vectơ đối với hệ trục toạ ẩộ 

* * i> m * * 



Quan sát hình 29. Hãy biểu thị 
mỗi vectd ặ, b, ũ, V qua hai 


vecíơ 7,7 dưới dạng xỉ +■ V7 

với X, y lồ hai số thực nào đỏ. 



ĐỈNH NGHĨA 

Đối với hẻ trục tõữ độ (O ; ỉ yj) >■ nếu ã = xĩ + y] ĩhì cặp số 
(x ; y) được gọi là toa độ của vectơ 2, kí hiệu là a = (x ; y) 
hay ã (x \ ỳ). SỐ thứ nhất X gọi là hoành độ, sổ thứ hai y gội ỉà 
íung độ của vectỡ ữ , 



a) Tìm ĩoạ độ của các vectđ ã> b f u, V trên hình 29. 

b) Đổi với hệ trục toạ độ (O ;1,7), hãy chỉ ra toạ độ của các vectơ 

7+7 27-7 ^7-37 >67+0,147 
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ận xêu Tờ định nghĩa toạ độ của vectơ, ta thấy hai vecíơ bằng nhau khi 
và chỉ khi chúng có cùng ĩoạ độ, nghĩa là 


ã(x; ỳ) - ỉ{x’\ y') <=> < 


X = X 


= y 



4. Biểu thức toạ độ cua các phép toán vet tú 

Trong mục này ta nói về biểu thức toạ độ của các phép toán vectơ sau : 
phép cộng, phép trừ vectơ và phép nhân vectơ với số. 


4 * _ _ ., 

hai vectơ a = (-3; 2) và b = (4; 5). 

a) Hãy biểu thí các vectơ ữ % b qua hai vectơ ĩ Ị ] 

b) Tìm toạ độ của các vectơ c =ứi-è ; d = 43 \ ũ - 4ã - b 


Một cách tổng quát, ta cố 


Cho a - (x \ ỵị và b = (jc' ; >'Ọ. Khi đỗ 
ỉ) a + b= (x + x';y + y*); a-b = (x-x;y - y) ; 

2} kã = (kx I kỵ) với k e. R ; 

3ị Veaơ b cùng phương với vectơ ’ã * 0 khỉ và chi khỉ cô sổ 
k sao chơ x r =kx, y ề =ky. 



Mỗi cập vectơ sau có cùng phương không ? 

a) ấ = (0 ; 5) và b = (-1 ; 7) ; b) I = (2003 ; ứ) vả V ■= d ì 0) - 

c) € = (4 ; - 8) và f = (-0,5 ; 1) ; ú} fh = ụẵậ ; 3) vầ n - (3 ; \Ẹ) . 


5. Toạ độ của điếm 

m- u 

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy i mỗi điểm M được xác đinh hoàn toàn bơi 

vectơ OM Do vậy, nếu biết toạ độ của vectơ OM thì điểm M sẽ được xác 
định. Vì lẽ đố người ta định nghĩa 

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, íoạ độ của vectơ OM dược 
gọi ỉà toạ độ cảã điểm Af. 

Như vậy, cập số (x ; y) là toạ độ của điếm M khi và chĩ khỉ ỠM = (jt; y). 
Khi đó ta viết M{X ; y) hoặc M = (Jt; y). 

Sế X gọi là hữửnh độ của điểm M, số y gọi là tung độ của điểm M. 



Nhận xét (h. 30) Gọi Hy K lần lượt là hình chiếu của 
M trên Ox và Qy. Khi dó, nếu M = (x ; y) thì 

ỠM = xĩ 4- y 'j = + ỠK, Suy ra 

xỉ = OH hay X = Õĩỉ ; 

>7 = OK hay y - OK. 


4* _ 

/^Trén hình 31 

a) Toạ độ của mỗi điểm o, A f B, c, D bằng 
báo nhiêu ? 

b) Hãy tìm điểm E cố toạ độ (4 ; -4). 

c) Tìm toạ độ của vectơ AB. 


Tổng quát, ta có 

r 


ỳ ì 


K 


0 



H 


Hình 30 


yị 


Hình 31 


Với hãi điểm M{x m ; y M ) và N{x n ; y N ) thi 


MN - (x N - X M ; y N - y M ) 


73] Hãy giải thích vì sao cổ kết quầ trên. 




h 



B 























,c 


A 




Tt 









0 

l 


































p 


~\ 



CHÚ Ý 


Để thuận tiện, ta thường dùng kí hiệu (x M ;-$ M ) dổ chỉ toạ dộ 
cùa điểm M . 


6. Toạ độ trung điểm của đoạn thẳng và toạ độ của trọng tâm tam giác 


4« .. . B 

Trong mặt phlng toạ độ ỡxy, cho hai điểm M{X M ; ỵẠ N &ỵ ; Xv)* p te trung 

điểm của đoạn thẳng MN, 

a) Hẽy biểu thị vectơ OP qua hai vectơ ỠM và ON 

b) Từ đó hãy tìm ioạ độ điểm p theo toạ độ của M và jV. 


Vậy ta cổ 


Nêu p ỉà trung điểm của đoạn thẳng MN thì 

+ X N ... _ yu + 


Xữ m 


; yp 




2 


2 



4 « 

/^Tìm toạ độ đỉểm M' đối xứhg với điểm MỢ \ -3) qua điểm A (\; 1). 

41__ __ 

f \Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , cho tam giác ABC với trọng tâm G. 

a) Hãy viết hệ thức giữa các vectơ OA f OB, ỠC vả OG I 

b) Tỉ ừ đố. suy ra toạ độ cùa G theo toạ độ của A, B, c. 


V ậy ta có 

■ 

f 77 7 : 77 \ 

Nếu G là trọng tâm của tam giấc ABC thì 

„ _ lit X B + X C . = y* + ye + yc 

Xo - I ; - 3 '• 

V___ J 

Ví dụ. 7 rong mặt phẳng toạ độ Oxy, chỡ cấc điểm À(2 ; 0), 5(0 ; 4), C(1; 3). 
ã) Chứng minh Ai 5 , c là ba đỉnh của mộỉ tam giác, 
b) Tìm toa độ của trọng tâm tam giấc ẢBC . 


Giải, a) Ta cớ AB = (-2; 4) và AC = ị- 1; 3). Do —=■ * Ắ nên AB, AC 

không cùng phương, suy ra A, 5, c không thẳng hàng và chúng là ha đỉnh 
của một tam giác. 

bì Ta có * A - ** + Xq = 2 + 0 + 1 = 1 và y* — — ầL = 0 + 4 + 3 = 1. 

3 3 3 3 3* 


Vậy toạ độ của trọng tâm tam giác ABC là 



Câu hỏi vã bài tộp 

29. Trong mặt phẳíig toạ độ, mỗi mệnh đề sau đúng hay sai ? 

a) Hai vectơ ã(26 ; 9) và ĩ(9; 26) bằng nhau, 

b) Hai vectơ bằng nhau khi và chỉ khi chung cớ hoành độ bằng nhau và 
tung độ bằng nhau. 

c) Hai vèctơ đối nhau thì chúng có hoành độ đối nhau, 

đ) Vectơ ã cùng phương vơi vectơ ĩ nếu ã c6 hoành độ bằng 0. 
e) Vectơ ã có hoành độ bằng 0 thì nó cùng phương vdi vectơ /. 



30. Tim toạ độ của các vectơ sau trong mặt phảng toạ độ 

ã = -ĩ ; ĩ = 5] ; c = 3Ĩ - 4 ] ; 

d = ịo - ỉ) ; € " 0,15? ị ĩ,3.7 ; f =íã - (cos24°)7 

2 

31. Cho ã = (2 ; 1), b = (3; 4), c = (7; 2). 

a) Tìm toạ độ của vectơ 3-23-3 b + C . 

b) Tìm toạ độ của vectơ X sao cho X 4- ã = b — c 

c) Tìm các số &, ỉ dể c = k ã + ỉb . 

32. Cho 5 = ụ - 57 V - kĩ - 47 

2 

Tim các giá trị của k để hai vectơ ũị V cùng phương. 

33. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nằo đúng ? 

a) Toạ độ của điểm A bằng toạ độ của vectơ OA , với o là gốc toạ độ. 

b) Hoành độ của một điểm bằng 0 thì điểm đỗ nằm trên trục hoành. 

c) Điểm A nằm trên trục tung thì A có hoành độ bằng 0. 

đ) p là trung điểm củã đoạn thẳng AB khi và chi khi hoành độ điểm p bằng 
trung bình cộng các hoành độ của hai điểm A, B. 

e) Tứ giác ẢBCD là hình bình hành khi và chỉ khi + Xf = Xg + X D và 

>A + yc = ys + yo ■ 

34 . Trong mặt phẳng toạ độ, cho ba điểm i4(-3 ; 4), 5(1 ; 1), C(9 ; -5). 

a) Chứng minh ba diém A, 5, c thẳng hàng. 

b) Tìm toạ độ điểm Đ sao cho A là trung điểm của BD. 

c) Tìm toạ dộ điểm Ẽ trên trục Ox sao cho A, B, E thẳng hàng. 

35. Cho điểm M(x ; y). Tìm toậ độ của các điểm 

a) Mị đối xứng'với M qua trục Ox ; 

b) Mỹ- dối xứng với M qua trục Oy ; 

c) M 3 đối xứng với M qua gốc toạ độ o . 

36. Trong mật phẳng toa độ, cho ba điểm 4 ; 1), Bị 2 ; 4), C(2 ; - 2). 

a) Tìm toạ dộ cùa trọng tâm tam giác ABC . 

b) Tìm toạ độ điểm D sao cho c là trọng tâm ĩ am giác ABD. 

c) Tìm toạ độ điểm E sao cho ABCE là hình bình hành. 



ỒN TẬP CHƯƠNG I 


í - Tém tắt những kiến thức cẩn nhớ 

X 

1. Vectơ 

- Vectơ khác 0 là một đoạn thẳng có hướng. Vectơ-không có điểm đầu 
và điểm cuối trùng nhau. Vectơ-không có độ dài bằng 0, có phương và 
hướng ĩuỳ ý, 

- Hai vectơ bằng nhau nếu chúng có cùng hướng và cùng độ dài. 

2. Tồng và hiện các vecto 

- Quy tắc ba điểm : Với ba điểm M , N, p bất kì, ta có 

MN + w -■= MP 

— Quỵ tắc hình bình hành : Nếu OABC ỉà hình bình hành thì 

ÕA + QC — Õề, 

- Quy tắc về hiệu vectơ: Cho vectơ MN Với điểm ũ bất kì, ta có 

~MĨj =ÕN - ÕM 

3. Tích của một vectơ với một số 

— Nếu b " kã (ã 0) thì \ỉ\ = |&|.|<ĩ| và 

b cùng hướng vớì ã khi £ > 0, 
b ngược hướng với ã khi k < 0. 

- Các tính chất 

T) kự® = (kặẫ ; 

2) (k + ỉ)ã = ka + ỉa \ 

3) k{ã + ĩ>) = k~ả + kb ; 

4) kã - õ o & = 0 hoặc ã - õ. 

- Điểm / là trung điểm đoạn thằng AB khi và chỉ khi với điểm o bất kì, ta có 

Õi = ịr(ÕẦ + Õè). 



— Điểm G là trọng tâm tam giác ABC khi và chỉ khi vỡí điểm o bất kì, ta có 

— 1 _ 

ỠG = Uoa + ỠB + OC). 
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4. Toạ độ của vectơ và của điểm 

■ r 

- Đối vớí hệ trục (O ; 7, 7) hay ỡxy 

1) ũ — {a\bi) o u — aì 4- bj ; 

2) M = (x; y)*o OM - (x; y). 

— Nếu A = (x; y), B = (x T ; y 1 ) thì AB = ịxx; y'- y). 

- Nếìi Ũ = (x; y) và V = (*'; /) thi 

1) Ũ + V = (x 4- x'; y +■ y’) ; 

2) Ẫỉ7 - (Ẩcẹ; ky). 


II - Câu hỏi tự kiểm tra 

1. Hãy nói rõ vectơ khác đoạn thẳng như thế nào. 

2. Nếu hai vectơ AB và CĐ bằng nhau vằ có giá không trùng nhau thì bốn đỉnh 
Ẩ, B y c, D cố là bốn đỉnh của một hình bình hành hay không ? 

3. Nếu có nhiều vectơ thì xác định tổng của chúng như thế nào ? 

4. Hiệu hai vectơ được định nghĩa qua khái niệm tổng hai vectơ như thế nàơ ? 

5. Cho hai điểm A, B phân biệt. Với một điểm 0 bất kì, mỗi đẳng thức sau 
đây đúng hay sai ? 

a )ÃB = ÕẴ-ÕB ; b)ỡĂ-ỠB = BA; 

c) ỠẴ + ỠB = ~BẲ ; d) ÕẴ + Bỡ = -Ã$ 

6. Có thể dừng phếp nhân vectơ với một số để định nghĩa vectơ đối của một 
vectơ hay không ? 

7. Cho hai vectợ ổ và b không cùng phương. Trong các vectơ c f d, u, V, X, 

ỹ sau đây, hãy chỉ ra các vectơ cùng hướng và các vectơ ngược hướng 



1 _ 2r 1 r 

c = ~ã + ~~h ; d = -a + -~b ; « = 3« + 4£> ; 

2 3 3 


V = 33 - b ; X - —-a — -~b ; ỹ — -93 + 3b. 

4 3 

Hai vectơ c và d cô cùng phương hay không ? Tại sao ? 

8. Cho tam giác ABC với trung tuyến AM vằ trọng tâm G. Mỗi khẳng định sau 
đây đúng hay sai ? 

a) Ãữ = 2 ÃG ; b)ÍG - ^ÃM; c)MG = ịõÃ ; 

3 2 

d) ÃG = |(ÃỈ + ÃC) ; e)GB = ÃG + ÃG. 

9, Cho biết toạ độ hai điểm Ắ và B. Làm thệ nào để 

a) Tìm toạ độ của vectơ AB ? 

b) Tìm toạ đọ trung điểm của đoạn thẳng AB ? 

104 Cho biết toạ độ ba đỉnh của một tam giác, Làm-thế nào để tìm toạ độ cua 
trọng tâm tam giác đó ? 

111 - Sài tập 

1. Cho tam giác ABC. Hãy xác định các vectơ 

ẦB + BC ; CỂ + BÃ ; ĂB + CA ; ~BẴ + CB : 

~BA + CA ; CB-CẴ; ÃB -CB ; BC-~Ãè, 

2. Cho ba điểm Ch A, B không thẳng hàng, Tìm điều kiện cần và đủ để vectơ 

OA + ỠB có giá là đưcmg phân giác của gốc AOB 4 

3* Gọi o là tâm của hình bình hành ABCD 4 Chứng minh rằng với điểm M bất 
kì, ta có 

MO = ~ {MÃ + MB + MC + MD). 

Cho tam giác ABC, 
â) Tìm các điểm M và N sao cho 

MA- ~MB f ÃfC = õ và 2NA + NB + ĨĨC-0. 


ậ. 



b) Với các điểm M,N ờ câu a), tìm các số pvkq sao cho 


MN = pAÉ + qAC . 

5. Cho đoạn thẳng AB và điểm / sạo chữlỉẲ + 3ĨB - 6. 

a) Tìm số k sao cho AJ = kAB. 

b) Chứng minh rằng với mọi điểm M , ta cổ 

ĩfl = lẦ + ịĩđB. 

5 5 

6. Trong mặt phảng toạ độ Oxy, cho ba điểm A(-l ; 3), B( 4 ; 2), C(3 ; 5| 

a) Chứng minh ràng ba điểm Ay By c không thẵng hàng. 

b) Tìm toạ độ điểm D sao cho AD = -3BC 

c) Tìm toạ độ điểm E sao cho ồ là trọng tâm tam giác ABE. 


ÍV - Bàỉ tập trắc nghiệm 

1. Cho tam giác ABC. Gọi A \ B\ C' lồn lượt là trung điểm của các cạnh BCy 
CAy AB . Vectơ A’B' cùng hướng với vectơ nào trong các vcctơ sau đây ? 

(Ạ) ÃB ; (B) ~ÃC t ; 

(C) BA ; (D)CỈ 

2* Cho ba điểm M, N , p thẳng hàng, trong đó điểm N nằm giữa hai điểm M 

và p. Khi đó các cặp vectơ nào sau đây cùng hướng ? 

(A) MN và ĨN ; (B) ÃỈN và AĨP ; 

I 

(C) MP và PN ; (D) mề và ĨĨP 

3. Chồ hãnh chữ nhật ABCD. Trong các đẳng thức dưới đây, đẳng thức nào đúng ? 

(A) Ãè=CD ; (B) BC=ĐẴ. 


(C) AC=BỮ ; 


(D) AD=BC. 


4* Cho tam giác đều ABC với đường cao AH. Đẳng thức nào dưới đây dứng ? 


(A) HB^HC ; 


(B) AC=2HC ; 





í 


(D) AB-AC. 



5. Cho điểm B nằm giữa hai điểm A và c vái AB - 2a y CB = 5ớ. Độ đài vecỉơ 
AC bằng bao nhiêu ? 

(A) lữ ị (B) 3 a ; 

(C) y ; (D) 10 a 1 

6. Cho bốn điểm A, B, c, D t Đẳng thức nào đưới đây đúng ? 

(A) ÃB + CD = Ãc + BD ; (B) Ãễ + cô = ÃZ) + BC ; 

(C) Ãỗ + CD = 15 + CB ; (D) ÃB + CĐ = ĐA + Bẻ 

7. Cho sáu điểm A, B, c, £>, £, F Đẳng thức nào dưới đây đúng ? 

(A)]S + CĨ>+£A + £C + £F + D£=0; 

|B) Ãẽ Ỳ CD 4 FẴ + £§ 4 + ỠỀ = w : 

(C) ÃB + CD + £A + £C + ẼF + Í>£ = Ã£; 

(D) AỖ + CZ> + £A + £C + £F + DE = ÃZ). 

8. Cho hình thang A£C2> với hai cạnh dáỵ Ịà A£ ” 3ư và CD = 6a. Khi dó 
" AB+ CĐ I bằng bao nhiêu ? 

(A) 9ữ ; (B) 3ứ ; 

(C) -3<z ; (Đ) 0. 

9. Cho hình vuông ÁBCD có cạnh bằng a . Khi đố giá trị AC + ££> bằng 
bao nhiêu? 


(A) 2ứ>/2 ; (B) 2a ; 

(C) a ; (D) 0. 

10* Cho ba điểm bất kì A,B,C. Đẳng thức nào dưới đầy đung ? 

(A) ÃB = CỀ^CẴ\ (B) BC = ÃB-ÃC; 

(QÃC -CB = BẮ ; (D) CA - cồ = ÃB . 

11. Cho tam giác đều AJ5C có cạnh bằng a. Giá trị AB - CÁị bằng bao nhiêu ? 


(A) 2 a ; 
(C) aS ; 




12. Cho hai tam giác ABC và ABC’ lán lượt có trọng tâm là G vầ G' Đẳng 
thức nào dưới đây là saĩ ? 

(A) 3 GG’ ^ÃA' + + CC' ; (B) 3 GG' = ÃB’ + BC’ + CA' ; 

(C) 3Õ? - ÃC' + + Õ? ; (D) 3 GG* - ÃẠ + ĩã? + CC' 

13. Cho điểm B nằm giữa hai điểm /1 và c, với Alĩ = 2ứ, AC - 6ữ. Đẳng í hức 
nào dưới đây đúng ? 

(A) BẼ == Ã5 ; (B) BC = -2ÃỖ ; 


(C) BC = 4AS ; 


(D) BC = -2&4. 


14. Cho ba điểm phân biệt A, B, c Nếu AB--3AC thỉ đẳng thức nầo dưồỉ 
đây đúng ? 

(A) BC = 4ÃC I (B) BC = -4ÃC ; 

(C) BẼ = 2ẮC ; (D) BC = -2ÃC 

15. Điều kiện nào dưới đây là cần và đủ để điểm o là trung điểm của đoạn 
thẳng AB ? 


(A) OA = ỠB ; 

0 C)ÃỠ = BỎ ; 


(B) OA = OB ; 

(D) ÕA + Ớỗ = Õ. 


16. Nếu ơ ỉà trọng tâm tam giác ABC thì dẳng thức nào dưới đây đúng ? 


(A) AG = 


Aẻ+AC 


(B) AG = 


AB + AC 


(C) AG = 


3(ã 5 + Ãc) 


(D) AC - 


2ÍAB + 4c) 


17. Gọi AM là trung tuyến cũa tam giác ABC, và / là trưng điểm cùa AM 
Đẳng thức nào sau dây là dứng ? 


(A) IA + ỈB + ỉé = 0 ; 


(B) - ỈA + + /c = 0 ; 


(C) /A + ỈB - /c = õ ; (D) 2M + /B + /c = õ. 

18, Trong mặt phăng toạ độ 0Jty cho hai điểm A(-l ; 4) và B {3 ; -5). Khi đó 
toạ độ của vectơ BA là cặp $ổ nào ? 



(A) (2 ; - 1) ; (B)(-4;9); 

(C) (4 ; - 9) ; (D) (4 ; 9), 

19. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho hai điểm A(0 ; 5) và B( 2 ; -7). Toạ độ 
trung điểm của đoạn thẳng AB là cặp sổ nào ? 

(A) (2 ; - 2) ; (B) (- 2 ; 12) ; 


(C) (- 1; 6); 


(D) <!;-!). 


20. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho hai điểm Aí(8 ị — 1) và Nị 3 ; 2). Nếu p là 
điểm dối xúng với dìểiĩt M qua diểm N thì toạ độ của p là cặp số nào ? 




(A) (-2 ; 5) ; 


(B) 


U V 

1 2 : 2j 


(0(13;-3); (D)(ll;-1). 

2L Trong mặt phẩng toạ độ Oxy cho ba điểm /1(5 ; —2), B{ 0 ; 3) và C(-5 ; -1) 0 
Khi đó trọng tâm tam giác ABC có toạ độ là cặp số nào ? 

CA) (1 ; - 1) ; (B) (0 ; 0); 

(0(0; 11); (D) (10 ; 0). 

22, Trong mặt phẳng toạ độ Oxỵ cho tam giác ABC với trọng tâm G. Biết rằng 
A = (- 1 I 4), B = (2 ; 5), G = (0 ; 7). Hỏi toạ độ đỉnh c la cặp số nào ? 

(A)(2;12); <B) (~ ỉ ; 12) ; 

(C) (3 ; 1); (D)(l;12). 

23, Trong mặt phăng toạ độ Oxy CÌ 10 bốn điểm AO ; 1), Bị2 ; 2), C(1 ; 6), 
£)(!;- 6). Hối điểm G(2 ; - 1) là trọng tâm của tam giác nào sau đây ? 

(A) Tam giác ABC ; (B) Tam giác ABD ; 

(C) Tam giác ACD ; (D) Tam giác BCD, 



CHƯƠNG 



Tích vô hướng 

CỦA HAI VECTƠ 
VÀ ỨNG DỤNG 


Ngoài tích cùa một vectơ với một số, oòn có tích vô hướng 
của hai vectơ, túc là phép nhân vô hướng hai vectơ vói nhau. 
Kết quả của phép nhốn này cho ta một số, vì vậy người ta 
gọi tích đó là tích vô huống, 

Chuông này trình bày các tính chất co bản của tích vô hướng 
và nhũng ứng dụng cửa chổng, đặc biệt là những hệ thúc 
quan trọng trong tam giác : đính lí côsin, định lí sin, công 
thúc trung tuyến, các công thúc tính dỉện tích tam giấc,... 

Học sình phải biết vận dụng các kiến thúc co bản nêu trên 
đễ giải một SỐ bài toán hình học và bài toán thực tế. 








GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA 

* * 

MỘT GÓC BẤT KÌ (từ 0° đến 180°) 


ở lớp 9; các em đã biết về các giá trị 
lượng giác (tỉ số ỉượng giác) : sin, cỏsin, 

tang, côtang của một góc nhọn a và kí 
hiệu là sinứr, cosa, tana, cota, 

Trện hình 32 có một hệ toạ đỡ Oxy và một 
nửa dường tròn tâm o bán kính R = i T 
nằm phía trên trục Ox. Ta gọi nó ỉà 
nửa đường tròn đơn vị. 



Hình 32 


Nếu cho trước một góc nhọn a thì ta có thể xác định một điểm M duy nhất 
trên nửa đường tròn dơn vị sao cho MOx - a. 


41 , , 

/^Gíả sử (x ; y) là toạ độ của điểm M (h. 32). Hãy chứng tỏ rằng 

sinor = y \ COSÍ? = X ; tana - — ; cof, a = í. 



Bây giờ chúng ta mở rộng định nghĩa giá trị lượng giác cho gổc a bết kì 

(0° < a < 180°). Ta làm điều đó bằng cách vẫn dùng nừa đường tròn đơn vị 
như trên. 


1. Định nghĩa 


Với mối góc a (0° < a < 180°), tã xấc định điểm M trên nửa 

đường tròn đơn vị sao chở MOx = a. Giả sả điểm M cổ toạ 
độ (x ; yị, Khi đó 

Tung độ y của điểm M gọi ỉầ $in aìa góc tx, kí hiệu ià si na ỉ 

Hoành độ X củđ điểm M gọi là côsin của góc ữ, kí hiệu 
ỉầ cos a ; 



^ y 

7ỉ — (với X * 0) gọi là tang của góc a, kí hiệu là tan a ; 

X 

, X s r 

Tỉ sô — (với y* ồ) gọi là cổtang của gốc a, kí hiệu là cọta. 

y 


Các sổ sina, co:so:, tana, cot a gọỉ là các giá trị lượng giác của góc a, 

V cin/y Y 

Như vậy sin <2 = y\ cosứ - X, tana = — = , cot a - ■ - - 7 —— 

X cos a y siiìđí 


1 dụ ỉ. Tìm cắc giá trị lượng giảc của gốc 135°. 

Giãi (h. 33) Ta lấy điểm M trên nừa 
đường ưòn đơn vị sao cho 

MQx = 135° Khi dó hiển nhiên 

MOy = 45° Từ dó suy ra toạ độ của 
điểm M là 


í 


M - 


•ũ. -Jỉ 




V 





/5 Jõ 

Vậy sin 135° = ; COS135 0 = ; tanl35° = -1 ; COI135 0 m -1. 

1 2 


?ÌỊ Tìm các giá trị lượng giác cảa các gôc 0 ° 180° 90° 


?2| Với cấc gốc a nào thi sinơ < 0 ? Với cấc góc a nào thì cosa < 0 ? 


Ấ 2 (h. 34) 

Lấy haỉ điểm M và M’ trên n&a đường tròn 
đơn vị sao cho MM’ ị Ị Ox. 

a) Tìm sự ỉíên hệ giữa hai gốc a = MOx vả 

m = MVx, 

b) Hãy so sánh các giá trị lương giác của hal 
góc avầ a'. 



Hình 34 





Từ đó ta suy ra các tính chất sau đây 


Nếu hai góc bà nhau thì sin của chủng bằng nhau, còn 
côsỉn, tang và côtang của chúng đổi nhau ; nghĩa là 

sin(180° — a) = sin# ; 
cos(180° - a) = - cos a ; 
tan(isồ° - a) = -tan# (a * 90°); 

cot(180° - a) = -cota (0° < a < 180°). 


Vỉ dụ 2, Tìm các giá trị lượng giác của gâc 150 


Giãi, Góc 150° bù với góc 30° nên 

ri 

sin 150° = sin 30° = ị ; 

2 

Jị 

tanl5ơ‘ = -tan30° • — 


cosl50° = -co$30° = - 




cot 150° = -cot30° =-M. 


2. Glá trị lượng giác.của một số góc đặc biệt 

Sau đây là giá tri lượng giác của .một số góc dặc biệt mà tạ nên nhớ (trong 
bảng dưới đầy, kxđ là viết tắt của nhóm từ không xâc định), Giá trị lượng 
giác của các góc bất kì có thể tìm thấy trong bảng $0 hoặc bằng máy tính 
bỏ túi. 


Góc 


cos 


tan 



sin '0 


30 



v§ 


s 


cot kxđ V3 


45' 



60 


90 


120° 135° 150° 180' 






































Em có bỉết ? 


CÁC Từ &IN, CÔỖIN, TANG. CỠTANG 

1 

Từ xa xưa ; do nhu cểu đo đạc thiên văn, nhiều nhà toán học đã lập bâng độ dài dây 

cung càng bởi cung tròn (bán Kính cho trước) có số đo 1°, 2°, 3°1 -M ISO 0 , trong đó 
có Hip-pac (Hipparquô) ở thế kì thứ II trước công nguyên, PttHê-mê (Ptolemey) ồ thế 
kỉ thứ ỉl sau công nguyên, V;V... Đó là nguồn gốc của khái niệm sin. Qua nhiểu giai 

đoạn lịch sử, từ "jiva r ‘ (tiống Ấn, có nghĩa là "dây cung") được diễn dịch, phiên ốm, đổi 
dẩn thành từ sinus bởì các nhà thiên văn, íoốn học như An Bat-ta-ni {AI Baỉtani) ở thế 
kĩ thứ X, Gỉê-ra Crê-mỏn (Gérard Crémone) ở thế kỉ thứ XIỉ, v.v... 

Kháỉ niệm tang, côtang nảy sình từ việc khảo sát bóng của vật thẳng đứng trên 
nền nằm ngang để tìm giờ trong ngèy. Từ xa xưa, người ta cũng đỗ lập bảng cốc 
"bống" (tức bảng tang, cỏtang). 

Đến thế kì thứ XVI mới xuất hiện kí hiệu sin, tang (Tô-mat Phin (Thomas Finck)) 
và đầu thế kl thứ XVII mới xuất hiện kí hiệu côsin, côtartg để chĩ sin, tang của 
góc phụ (Et-mon Gơn-tơ (Edmund Gunter)). Các kí hiệu nàỵ dần dần được chấp 
nhận và sử dụng phổ cập. 



Câu hỏi và bâi tập 

Tính giá trị đứng của các biểu thức sau (không dùng máy tính bỏ tái hoặc 
bảng số) 

a) (2 sin 30° +COSỈ35 0 - 3tanl50 ỡ )(cosl80° -cot60°) ; 

b) sin 2 90° + cos 2 120° + COS 2 0° - tan 2 60° -H cot 2 135°. 

2* Đơn giản các biểu thức 

a) sin 100° 'Ỷ sin 80° + C0SÌ6° + cosl64° ; 

b) 2sin(180° - a)CQtữ - cos(18ơ° - a) tan a cot(l80° - a) với 0° < a < 90°. 

3. Chứng minh các hệ thức sau 

2 2 

a) sin a + cos a = 1 ; 

b) 1 + tan 2 a - —Ịr— {a # 90°) ; 

eos 2 a 

c) 1 + cot 2 a ~ — 

sin 2 a 


(0° <a< 180°). 



TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 


1. GỐC giữa hai vecỉơ 

Cho hai Vêctơ ổ và ố đều khác vectơ 0, 

Tồ một điểm 0 nào đó, ta vẽ các vectơ ỠA -- ã 
■ 

và ỠẾ = b (h. 35). Khi đó 

I 

Số đo của gâc AOB được gợi ỉà 
sô' đỡ của góc giữa hai vectơ ã 

và b , hoặc đơn giản ià gốc giữa 

hai Vêctơ ã và b 



Hình J5 


Trong trường hợp có ít nhất một trong haỉ vectơ ã hoặc b là vectơ 0 thì ta 
xem góc giữa hai vectơ đó là tuỳ ý (từ 0° đến 180°). 

Rõ ràng cẩch xác dinh góc giữa hai vectơ không phụ thuộc.vào việc chọn 
điểm o ; cho nên góc giữa hai vectơ a và b được kí hiệu là (ớ, í>)' 

I 

Nếu (ứ, b) - 90 ° thì ta nối rầng hai vecỉơ ã và b vuông gồc 
với nhau, kí hiệu ỉẩ ã J_ b 

Hĩl Khi nào góc giữa haÌA'ecỉơ băng 0° ? Bằng 180° ? 


K 


Cho tam giác ABC vuông tạỉ À và có B 
Tính các góc 

(bả. Bẽ) ; (ÃB, ẼC) ; 

(CẮ, CB) ; (ÃC, BC) ; 

(Ãc, ci) ; (ÃCị ~BẮ). 


= 50° (h. 36). 



Hình 36 


2. Định nghĩa tích ¥Ô hưềng của hai v&ctơ 


Trong Vật lí, ta có khái niệm "công 
sinh bài một ỉực" 

Giả sử một lực không đổi F tác dụng 
lên một vật làm cho vật đó di chuyển 
từ điểm o đến điểm 0 (h. 37). 

Khi đó lực F đã sinh ra một công A 
tính theo công thức 



Hình 37 


A= ĨỈOO' 


COSỘ3, 


ưong đó \f\ là cường độ của lực F tính bầng Niutơn (kí hiệu là N), 00' 
iằ độ dài vectơ 00' tính bằng mét (kí hiệu ỉà m), <p là góc giữa hai vectơ 
F và OO' - Công Ả được tính bầng lun (kí hiệu là I). Như vậy J = N. m. 
Trong Toán học, giá trị A trong biểu thức trôn (không kể đơn vị do) được 
gọỉ là tích vô hướng của hai vectơ F và Oỡ' 


Tích vô hướng của hai vectơ à và b là một số, kí hiệu lả 
ã. b, dược xác định bởi 

J m m 



Vi dụ 1. Cho tam giác đểu ABC cỏ cạnh a vả trọng 
tắm G(h. 38). Tính câc tích vô hướng sau đây 

AB AC ; ÁC.CB ; AG.AB ; 

GB.GC ; BG.ÕẴ ; GA.BC. 

Giầi. Thẹo định nghĩa, ta có 

AB . ÁC = o.ữ. cos 60° = iị a? ; 

2 


A 



AỎ.CB m ứM CGS T20° = 

ÃG.ÃB =a^ặ-a- cos30° 

3 



■ìMS 

a - ■ —— 

3 2 




__ R R 2 

Gẻ.GC = cosl20° = 

3 3 6 

_ K M „2 

BG .GA = a -.a— — cos 60° = ; 

3 3 6 

_/3 

G4.BC = ứ-f-.í3XO$90° = 0. 

3 


?2 Trong trường hợp nào thỉ tích vỏ hướng cảa hai vectỡ ẵ và b băng 0 ? 


Bình phương vỏ hưởng 


Với vectơ ã tuỳ ý, tích vô hựồĩig d. ã được kí hiệu là (ã ) hay đơn giản 

hơn là ứ 2 và gọi là bình phương vô hướng cùa vectơ ổ. 

Từ định nghĩa của tích vô hướng ta có 



Vậy 

( -"—7-—- 7 --r—-———I--—— 

Bình phương vỗ hướng của mật vectơ bằng bĩnh phương độ 
dài của vectơ đó. 


Héc^rnan Grat-xd-man (Hermann Grassrnann 
1808 - 1877), nhà toán học Đức, iả cha đẻ cỏs tích 

vô hướng của hai vectd mà õng đã kí hếệu là ũ C\ V, 

Chính việc nghiên cứu thuỷ triều dẫn ông đến các 
khẳỡ sát về vectơ. 



3. Tính chất của tích ¥Õ hướng 


m -► 

?ãl Với hữi sổ thực ữ và b t ta có ab - ba . Vậy với hai vectơ' ã và b , ta có tính 


chất tương tự hay không ? 



ĐỊNH Lỉ 


Với ba vectơ ạ, Ễ>, € tuỳ ý và mọi số thực k, ta có 


ĩ) ấ . b = b, ã 

2) ầ.b = 0 o ẵ _L b ; 

3) (kãỳĩ = ãXkh = k(ã.b ); 

4J Ổ.(S + c) - a -b + ã.c 


(tính chết giao hoán) ; 


ữ Áb - c) - ã. b - ã,c 


{tính chất phân phối đôi với 
phép cộng) I 

(tính chất phản phối đổi với 
phép trừ). 


Ta có thể dễ đàng chúng minh được các tính chất 1, 2, 3. Tính chất 4 được 
thừa nhận* không chứng minh, 

Dùng các tính chất cùa tích vỡ hướng* ta có thể chứng minh các hệ thức sau 


(ứ 'ỳ bỶ = ú 2 +b 2 -v 2ãỉ ; 

(Ổ - b ) 2 = ã 2 +i 2 - lũi ; 

(3 + bUã -b) = s 2 -b 2 = lạp - lif 
Sau đầy tạ chứng minh hệ thức 3ị Theo tính chất phản phổi, ta có 

(ã + b).(ã -b) = ã Xã - b) + ĩ xã — b) 


( 1 ) 

( 2 ) 


(3) 


-|2 


= ã 2 - ãỉ + b.ữ - b 2 = a 2 - ĩ 2 = \a 2 - 1 b 


ũ* 

f\nếy chứng minh các hệ thức (1) và (2). 



Ta biết rằng với hai số thực bất kì a và b, luôn cố (ứbỷ' - a 2 b 2 Vậy với 

hai vectơ bất kì ã và b, đẳng thức (a.ĩ) 2 = ã 2 s 2 có đúng không ? Viết 
thế nào mới đúng ? 


Bà toán 1* Cho tứ giác ÀBCD. 
ữ) Chứng minh rằng 


AB 2 + Cĩí 1 = BC 2 + ALT + 2 CA. BD. 


b) Từ câu a), hãy chứng minh rầng : Điều kiện can và đả để tứ giác có 
hai đường chéo vuông gốc Ìầ tổng bình phương cắc cặp cạnh đối diện 
bằng nhau * 


Giải. (h. 39) 
a) Ta có 

AB 1 + Cũ 1 - BC 2 - AD 2 
= (CS - CÃỷ + CD 2 - CB 2 -(Cữ- CA) 2 

= -2CB.CẴ + 2CD.CẴ 
= 2 CÃ.(ịCD -CB) = ÌCẴ.BD. 



Từ đó suy ra điều phải chứng minh, 
b) Từ a) ta có ngay : 


Hình 39 


CA _L BD «. CẲ.BD = 0 AB 2 + CD 2 = BC + AD 2 


Bài toán 2. Cho đoạn thảng AB có độ dài 2a vả sô' K 7 im tập hợp các 

: F 2 
điểm M mo cho MA. MB - k 

Giải. (h. 40) Gọi o là trung điểm đoạn thẳng AB, ta có 


MA . MB = {MO + OA).(MO + OB ) 


= (MO + OA).(Mỡ - OA) 
—a —2 

= MO -OA 

= MO 2 - Oj4 2 = MO 2 - a 2 

Do đó 





MA.MB = * 2 o AÍO 2 - ứ 2 = * 2 «. MO 2 = * 2 + a 2 


Vậy tập hợp các điểm A/ là đường tròn tâm 0, bán kính /? = 




Bài toán 3. Chờ hai vectơ ỠAy OB. Gợi B' ỉà hỉnh chiếu của B trên đường 
thẳng OÁ. Chứng mình rằng 



Chứng minh. Nếu AỠB < 90° (b, 4la) thì Q B 



______ Hình 4ỉ 

Còn nếu AỠB > 90° {h. 41b) thì 


OA.OB = OA.OB.cosAOB - -OÁ.OB.cosBVB 
= -OA.OB’ = OẦ.ỠB*. cosl80° = ÕẦ.ÕB'. 


Vectơ OB' gọi ỉầ kinh chiếu của vectơ OB trên đường thang OA. 
Công thức OA oẳ = ÒA.ỠB ' gọi ỉà cồng thức hình chiếu. 


/^Hãy phảt biểu bằng lời kết luận của Bài toán 3. 


Bài toán 4* Cho đường tròn (O ; R) và điểm M cố định. Mật đường thằng À 
thay đổi, luôn đi qua M, cắt đường tròn đố tại hãi điểm A và B. Chứng 
minh rằng 

MẴ.MB = MO 2 - R 2 

k 

Chứng minh . (h. 42) Vẽ đường kính BC của đường tròn (O ; R). Ta có MA là 
hình chiếu cùa MC trên đường thẳng MB. Theo công thức hình chiếu, ta có 



Hình 42 


MA . MB = MC . MB - (Mỡ + oc UMO + OB ) 

= -ÕŨ).(mÔ + Õề)= MÕ 2 -ÕB 

= £ -fẽ (với d = MO). 



CHỨ Ý 


1) Giá trị không đổi MA. MB = d 2 - R 1 nói trong Bài toán 4 gọi là 
phương tích của điểm M đối vổi đường tròn (ỡ) và kí hiệu là 1?Ịgnoị 


&MKO) = MA. MỈ -ỉ? (d = MO). 


2) (h. 43) Khi diểm M nằm lìậỡài 
đường tròn (0), Mĩ là tiếp tuyến của 
đưcmg ưpn dó (T là tiếp điểm), thì 

&um = MĨ 2 = MT 2 


M 


Hình 43 


4. Biểu thức toạ độ của tich vô hưdng 


Ã 4 

/^Tnong hệ toạ độ ( 0 ; 7 , J ), cho ã = (x ; y) và b = (x '; y*). Tính 

a) ỉ j Lj ; b) a,b ; c) a 2, ; d) cos(fí,S}. 


Các hệ thức quan trọng 



a) Tim m để s và s vuông góc VỚI nhau. 

b) Tỉm độ dài của ổ và b . Tìm m để ịã\ - \b\. 


HỆ QUẢ 

Trong mặt phẳng toạ độ, khoảng cách giữa hai điểm M{XịỊ ; y^ị) 
và N{x n \ y N ) ià 

ầ -1 

M'N - |W?| ^ Ặx N X M Ỷ — (y N - y M Ỷ 

<. ____ J 

Ví dụ 2, Trong mặt phẳng toạ độ, chữ hai điểm M(—2 ; 2) và N(4 ; 1). 

a) Tìm trên trạc ỡx điềm p cách đều hai điểm M, N. 

b) Tính côsin của góc MON. 

Giải 


a) Vì p thuộc trục Ox liên p có toạ độ (p ; 0), Khi đó 

MP = NP » MP 2 = NP 1 » (p + lý' + 2 2 = (p - 4) 2 + l 2 . 

3 (3 ) 

Từ đó ta được phượng trình 12 p = 9, suy ra p - - 7 - Vậy p = -- ; D . 

4 V4 / 


b) Ta có ỠM = (-2 ; %) và ỠN = (4 ; ỉ). Vậy 


cos MON = cos (OM, ÕN) = —= 

VS.VỈ7 



Cãu hỏi vâ bâi tập 

4 . Trong trường hợp nào tích vô hướng ã.b cố giá trị dương, có giá trị âm, 
bằng 0 ? 

5. Cho tam giác ABC . Tổng (ÂB, ẼC) + (£C, 04) + (CA, ÃB) có thể nhận giá 
trị nào trong các giá trị sau : 90° ; 180° ; 270° ; 360° ? 

6. Cho tam giác ABC vuông ở A và B = 30° Tính giá trị của các biểu thức sau 

a) cos(/45, BC) + s\n{BA, BC ) + tan ^^'^ ; 

b) sm(Afí, AC) + co&{BC, BA) + co$(CA, BA) 



7. Cho bốn điểm bất kì Ay B, c, D. Chứng minh rằng 

DA.BC + DB.CẴ + DC.ÃB = 0. 

Từ đó suy ra một cách chứng minh định lí : "Ba đường Cữỡ của mộỉ tam 
giác đồng quy". 

8. Chứng minh rằng diều kiện cần và đủ để tam giác ABC vuông tại Aỉh ' 

BA.BC = AB 2 . 

9. Cho tam giác ABC với ba đường trung tuyến AĐ, BE, CF . Chứng mình rằng 

BC.ÃD + CA.BẼ + ÃB.€F = 0. 

10. Cho hai điểm M, N nằm ưên đường tròn đường kính AB - 2 R. Gọi / là giao 
điểm cũa has đường thẳng AM và BN. 

a) Chứng minh rằng AM, Aỉ = AB.AÌ ; BN.Bễ - BA .BỊ. 

b) Tính ÃmXỉ + BN.BỈ theo R, 


11. Cho hai đường thẳng a và b cát nhau tại M. Trên a có hai điểm À và B, trên 

b cố hại điểm c và D đểu khác M sao cho MA.MB = MC.MD. Chúng 
minh rằng bốn điểm A, B, c, D cùng nằm írến một đường tròn. 

12. Cho đoạn thẳng AB cố định, AB — 2a và một số k'\ Tim tập hợp các điểm M 
sao ch oMÁ 1 -MB 2 = k 2 . 


13. Trong mặt phẳng toạ độ, cho ũ = 


j-i -5j và V = ki -4 j 
2 


a) Tìm các giá trị của k để u ± V ; 


b) Tim các giá trị của k để |w| - 


V 


14. Trong mặt phăng toạ độ, cho tam giác ABC có các đỉnh A(-4 ; 1), B(2 ; 4), 
C(2; -2). 

a) Tính chu vi và diện tích của tam giác dớ. 


b) Tìm toạ độ của trọng tâm G, trực tâm H và tâm / của đường tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC. Từ đó hãy kiểm tra tính chất thảng hàng của ba điểm 

/, Ò t M, 




HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC 

» * 



Ta biết rằng một tam giác hoàn toàn được xác đính nếu biết ba cạnh, hoặc hai 
cạnh và góc xen giữa, hoặc một cạnh và hai góc kề ; nghĩa ỉà số đo các cạnh, 
các góc còn lại của tam giác này hoàn toàn xác định. Như vậy, giữa các yếu tố 
của tam giác có những mối liên hệ nào đó, mà ta sẽ gọi chúng là các hệ thức 
lượng trong tam giác. Trong mục này ta sế làm quen với một số hệ thức đó. 


1. Định lí côsỉn trong tam giác 

Nếu ABC là tam giác vuông tại À (h. 44) thì theo 
định lí Py-ta-go ta có 

BC 2 = AC 2 + AB 2 

hay 5c = ẶC + ÃB {*) 

CÓ thể chứng minh ngắn gọn đẳng thức (*) như sau 

BC 2 = <ÃC - Ãễỷ = ĂC 2 + ÃB - 2ÃC.ÃB 

?Ĩ1 Trong chứng minh trên, giả thiết góc A vuông được sử dựng như thế nào ? 
Bây giờ ta hãy xét một tam giác ABC tuỳ ý. 

1 

Hãy làm tương tự như chúmg minh trên, rồi đặt BC ~ ữ, CA = b, AB - c, để đi đến 
công thức 

ớ 2 = b 2 + c 2 “ IbccosA. 

Như vậy ta được định lí sau đầy, gọi là định ií càsin trong tam giác. 




A 



B c 

Hình 44 

= AC 2 + ÃB 


định lí trên, hãy phất biểu bằng lờì công thức tính một cạnh của tam giác theo hai 
^cạnh còn lại và côsin của góc xen giữa hai cạnh đó. 


?2| Khi ABC ỉà tam giác vuông, chẳng hạn A = 90° định H cồsin trỏ thành 


đinh ỉí quen thuộc nào ? 


Ã 3 

/\T.ừđ|nh lí côsin hẽy Viết công thức tính giá trị cosA, ca&B, cosC theo ữ, b, c\ 


Từ hoạt động này ta có hệ quả sau đây trong tam giác ABC 


HỆ QUẢ 



Ví dụ 1. Hai chiếc tàu thuỷ càng xuất phắt từ một vị trí A, đi thẳng theo 

hai hướng tạo với nhau góc 60° Tàu B chạy với tắc độ 20 hải ỉí một giỗ* 
Tàu c chạy với tốc độ 15 hải ịí một giờ . Sau 2 giờ, hãi ỉàu cách nhau bao 
nhiêu hái lí ? (1 hải lí tữ 1,852 km). 

Giải. (h. 45) Sau 2 giờ tàu B đi được 40 hải lí, tàu c đi được 30 hải lí. Vậy 
tam giác ABC có AB = 40, AC - 30, A = 60° 


Áp dụng định lí côsin vào tam giác ABC, ta có 


ứ 1 - b 2, + “ 2bccosA 


- 30 2 + 40 2 - 2,30.40. cos60° 

= 900+ 1600- 1200= 1300.’ 

Vậy BC = Vỉ300 «■ 36 (hài lí), 

Sau 2 giò, hai tàu cách nhau khoảng 36 hải lí. 



_ “ 40 



B 


Hình 45 



Ví dụ 2, Các cạnh cảa tam giác ABC ỉà a = 1 ,b = 24. L' ~ 23. Tính góc A, 


Giải <h. 46) TTieo hệ quả của định lí cồsin ta có 


CQS A - 


h 2 . „2 _ 2 

o + c — a 

2bẽ 

24 a + 23 2 - 7 2 
2.24.23 


Từ đó ía được A « 16°58'. 



« 0,9565. 


Hình 46 


CHÚ Ý 

NẾU sừ dụng máy tính bò túi (MTBT) để tính góc A khi biết 
cosA = 0,9565, ta có thể làm như sau 

1) Đối với MTBT CASIO /*-220 hoặc /jf-500A thì ấn 
0.9565 \SHỈFT\ lcõsl I SHIFT I Ịõ^Ị . Kết quà : A ~ 16°58'. 

2) Đối với MTBT CASIO/X-500MS thì ấn 

SH1FT\ rẽõãl 0.9565 0 [Õ7TTỊ. Kết quả : À * 16°58'. 

Ngoài ra, có thể dùng một số loại MTBT khác để tính toán, như 
CANON, SHARP hoặc các MTBT cổ chức năng tương đương. 


2. ĐJnh lí sin trong tam giác 

Chq tam giác ABC có BC - ữ, CA - bj AB - c 
nội tiếp dường tròn (O ;R). 

Nếu góc A vuồng (h, 47) thì a = 2R và dễ thấy 

ữ — 2/?sin A , b — 2#$infỉ V c — 2/?sinC. (1) 

Bây giờ xét trường hợp góc A không vuông, Ta 
chứng minh các cồng thức (1) vẫn đúng. 



Hình 47 



4 (Để chứng minh các cóng thức (1)) 

Gọi ( o ; R) là đường trùn ngoại tiấp tam giác ABC t vẽ đuờng kính BA' của đuởng tròn. 


Hãy chứng ĩỏ sin BAC = sin BA'C trong cả hai trường hợp : Góc BAC ỉà góc nhọn 
(h. 48a), là góc tù (h. 48b). Từ đó hãy kết thúc chứng minh. 




aị 


A 

b) 


Hình 48 


Từ đó ta có định lí 


Với mọi tam giác ABC, ta cố 


a 


b 


SĨÍ1Ẩ sin /ĩ sinC 


= 2R, 


trong đố R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giấc ABC, 


Ví dụ 3. Từ hai vị trí A và B của một íoà nhà , người tã quan sát đinh c 
cảữ ngọn náí (h. 49). Biết rằng độ cao AB bằng 70 m, phương nhìn AC 

tạo với phương nầm ngang gốc 30 phương nhìn BC tạo với phương nầm 

■ 

ngang góc 15°30'. Hỏi ngọn núi đó cao bãỡ nhiêu mẻĩ Sỡ với mặt đất ? 


Giải, (h, 49) Từ gì ả thiết, ta suy ra tam giác ABC cố 

CÃB = 60° ABC - 105°30\ c = 70. 

c = 180 ° - (4 + B) = 180 ° - I65°30' = 14°30' 

Theo định lí sin ta có 

i 


c 


si nB 


sinC 


hay 


70 


sml05°30 f sin 14°30 



Do đố AC = b - 


70.siiil05°30 t 

Sinl4°30' 


Hình 49 


« 269,4 (m) 


Gọi CH ìà khoảng cách từ c đến mặt đất. Tam giác vuông ACM có cạnh 
CH đối diện với góc 30° nên 


























AC __ 269,4 
2 2 


= 134,7 (m). 


Vậy ngọn núi cao khoảng 135 m. 



CHÚ Ý 


NẾU sử dụng MTBT để tính biểu thúc b = 70 sin105 30 thi ta có 


sinl4°30' 


thể làm như sau 


1) Đối với MTBT CASIO A-220 hoặc/r-500A thì ấn 



105 



30 






14 



30 



sml ,„)] 0 ■ Kết quả : b - 269,4. 


2) Đđi với MTBT CASIO/jc- 500MS thì ấn 


70 


0 


sin 

105 

Oĩ ? ĩ 

30 

Gí ĩ í 

— 

sin 

14 

OÍ í ? 

30 

o* ĩ ĩ 


0 


Kết quả : b * 269,4. 


Ví dụ 4. Chỡ tam giác ABC có a — 4, b = 5, c - 6, Chứng minh rổng 

sin Ầ - 2 sin B + sin c = 0. 

Giảầ, Gọi R là bán kính của đường trồn ngoại tiếp tam giác ABC t 
Từ định ỉí sin, ta cô 

. a . n b c 

sinA = , sin B — ——, sinC = —— ■ 

2 R 2 R 2 R 


Vậy sinẨ - 2sin# + sinC ='--—(<3 - 2b + c) = --—(4 - 10 + 6) = 0. 

2JĨ 2R 



Định lí côsin trong tam giảc còn được gọi là đính lí 
An Ka-si {AL Kashi) - tẽn của nhà thiên vãn học và 

toán học Trung Ả, một trong những nhà bác học lớn 
cuối cùng của trường phái Xa-mác-kan (Samarkand) 
đau thể kỉ XV. 


AL Kashi 



3. Tổng bình phương hai cạnh và độ dài đường trung 

Bài toán L Cho ba điểm A, B t c, trong đó BC = ữ > 0. 
Gọi / ìà trung điểm của BC r biết Aỉ = m (h. 50)* Hãy 

tính AB 2 + AC 2 theo a và m. 


?3 Nếu ĩỉĩ — -- thì cố thể thấy ngay AB 2 + AC 2 bẵng 

/ 2 

bữõ nhiêu hay không ? 


tuyến của tam giác 

A 




5 {Để giải Đài toán 1) 

Hãy viết ÃB - Ã/ + /5, ẦC = Ai + ĨC rổi tính AB 


—2 
+ ÁC 


để đi đến kết quả 


AB 2 + AC 2 = 2íw 2 + 

2 


Bài toán 2, Cho hai điểm phần biệt p , ộ. Tìm tập 

hợp các điểm M sao cho MP 2 + MQ 2 = £ 2 , trong đó 
£ ỉà số cho trước. 

Bướng dẫn i (h, 51) Gọỉ / là trung điểm của Pộ và 
đặt PQ = úf. Theo Bài toán 1, ta có 

2 

MP 2 + MQ 2 * 2A//' + 

2 





Vậy A/P" + Mộ 2 = Ả- 2 khi và chì khi 2MÍ 2 +-- = k 1 hay 


x2 2 

w/2 = , - . (*) 

2 4 

/\từ {*) hãy suy ra tời giải cõa Bàỉ toán 2. 


Bài toán 3. Cho tam giác ABC. Gọi m a , m by m c là độ dàỉ các đường trung 

tuyến lần lượt ứng với các cạnh BC = a , CÁ - b , AB - c ? Chứng mmh các 
công thức sau đây, gọi là công thức trung tuyến 



GiủL Từ kết quả cua Bài toán 1, ta suy ra ngay các công thức cần chứng mình. 




4. Diện tích tam giác 


Với tam-giác ABC , ta kí hiệu h a > ế c là độ dài các đường cao ỉần lượt 
ống với các cạnh BC, CA, AB ; R, r ỉần lượt là bán kính đường tròn ngoại 

tiếp, nội tiếp tam giác ; p te a + b + — là nửa chu vi tam giác. 


Ta có thể tính diện tích s của tam giác ABC bằng các cống thức sau đây 


s^-ah, = ~bh h - —ch r ; 

2 2 0 2 

(1) ^ 

s = -*ứbsmC = — ỔCSÌĨÌ 8 - —bcsìiìA ; 

(2) 

2 2 2 


„ abc 


s = — ; 

(3) 

4R 


s=pr; 

(4) 

s n sỊpip - a)(p - b)(p - c). 

(5) ) 


(Công thức (5) gọi là cõng thức Hê^rẻng). 


Ẳ 7 <h. 52) 

Hãy tính, h trong tam giác ABB theo cạnh c và góc J 3, rồi thay VỒQ công thức 


s ~ --ah a để được công thức (2) (chú ý xét cả hai trường hợp H nằm trong, H nằm 
2 

ngoài đoạn BCy 


A A 




Hình 52 



8 

Từ công thớc (2) và định lí sin, hãy suy ra công thức (3). 




9 (h, 53) 


Gọí (0 ; r) íà đường tròn nộị tiếp tam gỉảc 
ABC. Để ý rằng 5 là tồng diện tích các tam 
giác OBC, 0CA t ỠA B. Hãy áp dụng công 
thức (1) để suy ra công thức (4). 

* Chứng minh công thức Hê-râng 
Ta có s - j- bc sin Ả , suy ra 

s 2 = ịfrV(l -cos. 2 A) 

4 


1 , 2.2 

-b c 


1 - 


( b 2 + c 2 - a 2 ) 2 
4 h 2 c 2 



Hình 53 


(2bc + b 2 +c 2 - a 2 )Ợbc - b 2 - c 2 + a 2 ) 

lỗ 


1 


16 


"(ÌTc) 2 -a 2 )jy -(6-c) 2 ’ 


b + c + a b + c-a ữ~b ị c a + b - c 


= p(p -a)ìp -b)(p -c). , 

' h 

Vậv s = ^p(p - a)(p - b){p “ c). 

* Người ta gọi tam giác cố độ dài cốc cạnh là ba số nguyên liên tiếp và có 

diện tích bằng một số nguvên là tam giác Hể-rông, Các íam giấc cố độ dài 

các cạnh như sau 
■ 

3 ; 4 ; 5, 

13 ; 14 ; 15, 

51 ; 52 ; 53, 


là những tam giác Hô-rông. 


Hãy tính diện tích cùa ba tam giác Hê-rông â trên. 




5, Giải tam giác vả ứng dụng thực tố 

J 

Giải tam giác là tính các cạnh và các góc của tam giác dựa trên một số 
điều kiện cho trước. 


Ví dụ 5. Cho tam giác ABC. Biết ã = 17,4 ; ỗ = 44°30' ; c = 64° Tính 


góc A và các cạnh b, c cãa tam giác đó. 


tí'* 


. (h. 54) 

Ta có 

Ă =180°- (Ố + C) 

. =180°- C44°30' + 64°) = 71 °30' 
Theo định lí sin ta có 

f asm B 17,4.sin 44°3G t 
ờ = -— — -—— * 12,9 


B 



sin Ả 


sin71 ử 30’ 


ứ.sinC 17,4.sin64° __ 

c -- =-—^-* 16,5. 


sin A 


sin71°30' 


Ví dụ 6. Chữ tam giác ABC. Biết a = 49,4 ; 

b = 26,4 ; c — 47°20 ! . Tính hai gốc A, B và 
cạnh c. 


* ?■ 


. (h. 55) 


Theo định lí côsin ta có 


Hỉnh 54 



Hình 55 


c 2 = a 2 + b 2 - labcosC = (49,4) 2 + (26,4) 2 - 2.49 > 4.26,4.cos47°2G' 


1369,58 


Vậy c * y[\ 369,58 « 37,0. 


cosA = 


b 2 +c 2 - a 2 _ 696.96 + 1369,58 - 2440,36 


2 bc 


2.26,4.37 


Dùng bảng số hoặc MTBT, tìm được Â « 101°2’. Từ đó 


ê * 180° - (101°2' + 47°20') = 31°38' 


0,1913. 



Ví dụ 7. Cho tam giác ABC. Biết đ = 24 ; h = 13 ; c = 15. Tính cấc góc 

A f 5, c. A 


Giảị <h. 56) 


Theo hệ quả của định ìí cỡsin, ta có 


COSẨ = 


b 2 +c 2 -a 2 

2bc 



169 + 225 - 576 


2.13.15 


= ~ m - 0,4667 
15 


Vậy Ă « 117*49- 


Vì 


a 


sin A smB 


nên 


sin B = 


b.&in A 13.suill7°49' 13.sin62°ir „ ' 

- • - — - - — - ---« 0,4791. 


a 


24 


24 


Vì cạnh AC ngắn nhất nên góc B nhọn. Suy ra 


B sr 28°38'; c * 180° - (117°49' t 28°38') = 33°33'. 


Ví dụ 8. Đường dây cao thế nối thẳng từ 
vị trí A đến vị trí B dài 10 km. từ vị trí A 
đến vị trí c ẩài. 8 km, góc tạo bài hai 

đường đây trên bằng 15° Tính khoảng 
cách từ vị trí B đến vị trí c (h. 57). 

GiắL Ắp dụng định lí côsiiì vàỡ tam giác 
ABC, ta có 




= b 2 + ẹ 2 — 2bc. cos A 
* 8 2 + 10 2 - 2.8,10.cos75° * 123. 


Hình 57 


Suy ra ứ » 11 (km). 

Vậy khoảng cách từ B đến c xấp xỉ 11 km. 




Ví dụ 9* (h. 58) Một người ngồi trên tàu í £ 

hỡả đì từ gã À ẩển ga B, Khi tầu đổ â ga A, /\ 

qua Ống nhòm người âố ‘ nhìn thấy một / 

tháp c. Hướng nhìn từ người đỗ đến tháp / \. 

tạo với hướng đi của tâu một góc 60 ỏ Khi / N. 

tàu đổ ở ga ổ, người đó nhìn lạị vần thấy 4 *ẩ— — - ’ 8 45 /K g 

tháp c, hướng nhìn từ người đó đến tháp Hinh sg 

tạo với hướng ngược với Hướng đi của tàu 

một gốc 45° Biết rằng đoạn đường tâu nối thẳng gữ Á với ga B dài 8 km . 
Hỏi khoảng cách từ ga A đến tháp c ỉà bao nhiêù ? 

Giải Xét tam giác ABC % Ta có 

c = 180° - (60° 4- 45°) 75° 

ị p - b c 

Ap đụng định h sin vào tam giác ABC, ta được - — , 

sin B sừi c 

Suỵ ra b = g SLn ^ ~ 5 (^m), 

sin 75° 

Vậy khoảng cách từ ga Ấ đến tháp c xấp xỉ 6 km. 


Em có biếỉ ? 


GIẢI TAM GIÁG VÀ MÉT MẪU 


Ngay sau Cách mạng 1789 ở Pháp, người ta quyết đĩnh xây dựng một hệ đo 
lường phổ cập, trong đố cổ đo độ dài, 

về độ dài, người ta lấy độ dài vỏng kinh tuyến của Trái Đất làm cd sở {"dưới chân mỗi 
người đều co kinh tuyến”). Người ta coi vòng kinh tuyến Trái Đất dài 40000 km, tức 

4x1Q 7 mét, vậy một mét là —của một phẩn tư độ dài vòng kinh tuyến. Bằng 

10 ' 7 _ 

cách nào có được một mét để làm mẫu ? 

► V 




Cốc nhà thiên vãn Pi-e Mê-sanh (Píerre 
Méchain) và Giăng ĐeHam-brơ (Jean 
Delambre) được giao nhiệm vụ đo độ dài 
cung kinh tuyến nối hai thảnh phố Đơn-kec 
(Dunkerque ở Bắc Pháp) và Bác-xcHo-na 
(Barcelona, Tây Ban Nha). Các phương 
pháp thiên văn thòi đó đã cho biết hai 
thành phố đố có cùng kỉnh độ và có vĩ độ 
khác nhau 10,8 độ. 

Trên mặt đất, việc đo góc dễ hơn đo độ dài 
nên người ta xét dãy tam giác sếp xếp kể 
nhau dọc theo kinh tuyến đi qua hai thành 
phố nỗi trên (mỗi tam giác có đĩnh là các địa 
điểm dễ xác định vị trí như đỉnh lâu đàỉ, nóc 
nhà thờ v.v...). Trong 7 năm lao động kỉên 
nhẫn miệt mài, Mê-sanh, Đờ-lam-brơ dùng 
khoảng 5Q0G00 phép đo để giải hàng trâm 
tam giác sắp xếp như thế. Sau đó, qua 
nhiểu tháng kiểm nghiệm đo đạc, tính toán 
bởi một hội đổng gom nhiều nhà bác học 
tén tuổi (trong đỏ cố các nhà toán học 
Pháp La-pla-xơ (Laplace), Lơ-giăng-đrơ 
(Legendre), La-gr&ng-giơ (Lagrange) V.V..|), 
kết quả cuối cùng đâ được cồng nhận vảo 
năm 1799 và đẽ cố mẫu một mét bằng 
bạch kim đật tại Viện đo lường Pa-rì (Paris) 
(mẫu một mét "cho mọì thời đại’ 1 , "cho mọi 
dân tộc"). 

Ngày nay, dùng các phương pháp của 

Vật lí hiện đại, ỉa có thể xác định đơn vị đo 

độ dài chính xác hơn nhiều. 

■ 




Vtgtttcetvi, 


L 


MễLTlin 

Ẩu Trrtr* 


Arvttttn 



sylMỊHÌrrr* 


Pinik^a 


Cây hỏi và bài tộp 


15. Tâm giác ABC cô a~ 12, b = 13, c = 15. Tính COSẨ và góc A. 

16. Cho tam giác ABC có AB = 5, AC — 8, Ă = 60° Kết quả nào trong các kết 
quả sau là độ dài cạnh BC ? 

a) >/Ĩ29 ; 


c) 49; 


b)7; 

d) v69. 



17. Hình 59 vẽ một hổ nước nằm ử 
góc lạo bởi hai con dường. Bốn 
‘bạn An, Cường, Trí, Đức dự đoán 
khoảng cách từ 5 đến c như sau 

Ân ; 5 km 

Cường : 6 km 

Trí: 7 km 

Đức : 5,5 km. Hình 59 

Biết rằng khoảng cách từ A đến B ỉà 3 km, khoảng cách từ A đến c ỉầ 4 km 
góc BAC là 120° 

Hòi dự đoán cùa bạn nào sát với thực tế nhít ? 

► * * 

18. Cho tam giác ABC . Chứng minh các khẳng định sau 

a) Góc Ắ nhọn khi và chỉ khi à < ứ + c 2 ; 

b) Góc A tù khi và chỉ .khi ự 2 > b l + 2 ; 

c) Góc A vuông khi và chi khi a 2 -- b l + c 2 

19. Tam giác ABC cố A - 60° B = 45° b ~ 4. Tính hai cạnh a vầ c. 

20. Cho tạm giác ABC cố A - 60° a = 6. Tính bấn 

kính dường tròn ngoại tiếp tam giác. 

21. Chứng minh rằng nếu ba góc của tam giác ABC 
thoả mẫn hệ thức sínẨ = 2ẩin B.cosC thì ABC 
là tam giác cân. 

22. Hình 60 vẽ một chiếc ỉàụ thuỷ đang neo đậu ở vị 
trí c trên bién và haỉ người ở các vị trí quan sát 
A vl B cách nhau 500 m. Họ đo dược góc CAB 

bằng 87° vầ góc CBA bàng 62° 

Tính các khoảng cách ẢC và BC. 

23. Gọi H là trực tâm cua tam giác không vuông ABC. Chứng mỉnh rằng bán kính 
các đưừng tròn ngoại tiếp các tam giác ABC, HBC , HCÁ, HAẼ bằng nhau. 



Hình 60 




24. Tam giác ABC có a - 7, h - 8, c ^ 6. Tính m a , 

25. Tam giác ABC có a = 5, b = 4, c = 3. Lấy điểm £) đốí xúng với qua C. 
Tính độ dài AĐ. 

26. Cho hình bình hành ABCĐ có AB = 4, BC = 5,BD^ 7. Tính AC. 

27.. Chứng minh ràng trong một hình bình hầnh, tổng bình phương cấc cạnh 
bằng tổng bình phương cỏa hai đường chéo. 

2%. Chúng minh rằng tam giác ABC vuông ở A khi và chỉ khi 5m 2 = mị + mị, 

29 . Tam giác ABC có b - 6,12 ; c = 5,35 ; Ă - 84° Tíiứi diện tích tam giấc đó. 

30. Cho tũ giác ABCĐ , Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AC và BD. Chóng 

minh rằng 

AB 2 + BC 2 + CĐ 2 + DA 2 = ẬC 2 + BD 2 + 4 MN 2 

31. Gọi s là diện tích và R là bấn kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC . 
Chứng minh ràng 

s = 2R 2 sin 4 sin i? sin c. 

32. Chống minh ràng diện tích của một tứ giác bằng nửa tích hai đường chéo 
và sin của góc hợp bởí hai đường chéo đó. 

33. Giải tam giác ABC , biết 

a) c = 14, A = 60° B = 40° ; b) b = 4,5, .4 = 30° c =75°; 

c) c = 35, Â = 40 a c -■ 120°; d )a = 137,5, B = 83° c =5f 

34. Giải tam giác ABC, biết 

a )a = 6,3, b = 6,3, c = 54°; b) b = 32, c = 45, 3 = 87° ; 

c)a = l,b = 23, c = 130° 

35. Giải tam giác ABC t biết 

a) ã = 14, b m 18, c = 20 ; b) a 6, h = 7,3, c = 4,8 I 

c) a = 4, ố = 5, c = 7. 

36. Biết hai lực cùng tác dụng vào một vật và tạo với nhau góc 40° Cường độ 
của hai lực đố là 3N vầ 4N. Tính cưởng độ của lực tổng hợp. 



37. Tờ vi trí A người ta quan sát một cây cao (h. 61). 


c 



Hình 6ì 

Biết AH = 4m, HB — 20 m, BAC = 45° Tính chiều cao cùa cây. 

38. Trên nóc một toà nhà có một cột ẫng-ten cao 5 m, Từ vị trí quan sát A 
cao 7 m so với mặt đất, có thể nhìn thấy đỉnh B và chân c của cột ăng'ten dưới 

góc 50° và 40° so với phương nằm ngang. Tính chiều cao của toà nhà (b. 62), 

B 



H 


Hình 62 








ÔN TÂP CHƯƠNG II 


i ~ Tém tắt những kiến thức cần nhd 

L Giá trị lượng giác cua một góc 

- Với mỏ ỉ góc a (0° < a < 180 ỡ ), ỉ a xác định điểm M trên nửa đường tròn 

đơn vị sao cho MOx — a. Giả sử điểm M có toạ độ (jr; y), Khi đó 
sin ữ — y, cos a = X, 


sina 
tàna = —— 

cosứr 


(cosớ; * 0), 


cot a = 


cosa 
sin ế 2 


(sin <2 ^ 0)* 


— Hai góc bù nhau có sin bằng ĩihau ; còn côsĩn, lang, côiang của chung 
đốí nhau. 

2. Tích vồ hưởng của hai vectơ 

- Tích vô hướng của haỉ vectơ a và b là 

a.b = \ã \, lòl. cos(ứ, b). 

- Các tính chất 

1) ã. b = D . ã ; 

2) (kã ). b = k{a.ĩ>} ; 

3) đ.(h + c)=á.ỉ-ỉ-3.c; 

4) ã ± b o đ. ẻí - 0 ; 

5) 3 2 = \ã\ 2 

- Biểu thức toạ độ của tích vô hướng và khoảng cách giữa hai điểm 

ỉ) Nếu ã = (jr; y) * ĩ> - (r ; ý) thì 

a.b = xx' + yy' ; 

2) Nếu M = ; y M ), N = (x N ; y, v ) thì 

MN = Ậx N -x M f + (y N - y M Ỷ 

3. Đĩnh lí cèsin trong tam giác 

— i? -*r — 2bc cos A. 



= 2 R' 


4. Đỉnh lí sin trong tam giác 

ũ _ b c 

smA smB smC 

5* Công thức trung tuyến cua tam giác 


mĩ = 


b~ +c 2 


ũ' 


é. Các cdng thức tính diện tích tam giác 


1 


1 


abc 


s = — ah n = -7 ab sin c =, 

2 ứ 2 4Ẵ 


= pr — y!p(p - a){p - b){p - c) 


II - Câu hỏi ỉự kiểm tra 

L 

1. Phát biểu định nghĩa tích vô hướng cùa hai vectơ. Khi nào thi tích vô 
hướng của hai vectơ là số dương, là số âm, bằng 0 ? 

2. Để giải tam giác ta thường dùng định lí cồsin trong những trường hợp nào ? 
Dùng định lí sin trong những trường hợp nào ? 

3. Cho biết độ dài ba cạnh của tam giác. Làm thế nào để tính 

a) Các góc của tam giác ? 

b) Các đường cao của tam giác ? 

c) Bán kính đường tròn ngoạỉ tiếp và nội tiếp tam giác ? 

d) Diện tích tam giác ? 

4» Trong mặt phẳng toạ độ, biết toạ độ ba đỉnh của tam giác, làm thế nào để 
tìm chu vi, diện tích, toạ độ trực tâm, tâm dường tròn ngoại tiếp tam giác ? 


Itl - Bài ỉập 

1. Chứng minh các cồng thức sau 


a) ã.ĩ = ị 

2 




/ 



2- Gọi G là trọng tâm tam giác ABC * 

a) Chứng minh rẳĩỉg với mọi điểm M, ta hiôn có 

MÁ 2 + MB 2 + MC 1 = 3 MG 2 + GA 2 1 GB 2 + GỚ ■ 


b) Tim tập hợp các điểm M sao cho MÁ 1 + MB 2 4 * MC 2 = k 2 trong đó k lầ 

một sò cho trước, 

+ 





Cho hình bình hành ABCD . Tìm tập hợp các điểm Àf sao cho 

MA 2 + MB 1 + MỚ + MD 2 = k 2 
trong đó k là một số cho trước. 


Trên hình 63 có vẽ hai tam giác vuông cân 
ABC và AB’C' có chung đỉnh A. Gọi / và J 
lẩn lượt là trung điểm của hai đoạn thẳng 
BB' và CC' Chứng minh rằng 

à)AỈ±CC\AJ±BB'; 

b) BC‘ 1 B'C. 

Cho hình vuông ABCD cạnh tí, Gọi N là trung 
điểm của CĐ, M ià điểm trên ÁC sao cho 

AM = \âC. 

4 


B' 



a) Tính các cạnh của tam giấc BMN, 

b) Có nhận xét gì về tam giốc BMN ? Tính diện tích tam giác đố, 

c) Gọi / là giao đỉểm của BN và AC . Tính Cế. 

d) Tính bán kinh đường tròn ngoại tiếp tam giác BĐN. 

6♦ Trong mặt phang toạ độ, cho ẽ = (4 ; 1) và / = (1; 4). 

I 

a) 'lìm góc giữa các vectơ ê và / 


b) Tìm m để vectơ ữ = e + mf vu ỏng góc vớ) trục hoành, 

. r 

c) Tìm n để vectơ b — ne + f tạo với vectơ ì + j một góc 45° 

7, Cho tam giác ABC , Chứng minh rằng đỉểu kiện cần và đủ để hai trung 
tuyến kẻ từ B và c vuông góc với nhau là 

b 2 + c 2 = 5 tí 2 


B, Trong các tam giác có hai cạnh ỉà a và b , tìm tam giác có diện tích lớn nhất. 

I 

9. Cho tam giác ABC có tí = 12, b = 16, c — 20. Tính diện tích 5, chiều cao h ữ , 
các bán kính R, r của đường tròn ngoại tiếp, nôi tiếp tam giác đó. 



lộ. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng 


a) cot A = 


fr 2 + c 2 - a 2 

4S 


(S là điện tích tam giác ABC) 


b) cot A + cot B + cot c = 


a 2 + \r_ + c 2 

Ãs 


¥ 

1 


11, Cho hai đường tròn (O ; R) và (ỡ ; R*) cắt nhau tại hai điểm A và B. Trẽn 
dường thẳng AB, lấy diém c ở ngoài hai dường tròn và kẻ hai tiếp tuyến C£, 

CF đến bai đương tròn đó (£, F là các tiếp điểm). Chứng minh rằng CE = CF 

12, Cho đường tròn (O ; R) và một điểm p cố định ở bên trong đường tròn dó, 
Hai dây cung thay đổi AB và CD luôn đì qua p và vuông góc với nhau. 

I 

a) Chứng minh rằng AB ĩ 2 % Cũ 2 không đổi, 

b) Chứng minh ràng PA 2 + PB 2 + PC~ + PD l không phụ thuộc vào vị trí 
của điểm p. 


IV - Bàỉ tập trắc nghỉộm 

L Giá trị cos 45° + sin 45° bằng bao nhiêu ? 

(A) 1 ; (B) & ; (C) & ; (D) 0, 

% Trong các dẳng thức sau, đẳng thức nào đung ? 

(A) sin{180° - a) - -cosa ; (B) sìn(l 80° - a) = -sina ; 

(C) sin(180° - a) = sina ; (D) sìn(180° - a) = cos a< 

3. Trong cốc đẳng thức sau, đẳng thức nào sai ? 

(A) sin0° + cosỡ° ® 0 ; (B) sin 90° 4 cos90° - 1 ; 

(O sin 180° + cos 180° - -1 ; (D) sú)60° + cos60° = '4 +1 - 

4 Trong các hệ thức sau, hệ thức nào không dưng ? 

(A) (sin tì; + cos a Ỷ = 1 + 2 sin tìf cos Ể? ; 


(B) (sin <2 - cos a) 2 = 1 - 2sin<2CO$a ; 



(C) cos 4 a - sin 4 a = cos 2 a — sin 2 a ; 

(D) cos 4 a + sin 4 a = í. 

5. Cho o là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác đều MNP Góc nào sau đây 
bằng 120° ? 

(A) (mĨĨ, W) ; (B) (mõ, ÕN) ; 

(C) (m, ỠP ) ; (D) (ÃĨ/5, M?). 




Cho M, N, p t Q là bốn điểm tuỳ ý. Trong các hệ thức sau, hệ thức nào sai 1 

(A) ~MN .(NP + ĨQ) = ĨĨN.NP + ĨĨN.PQ ; 

(B) , MP.Ã/Ã? - -ỊĨN.ÃĨP ; 

(C) Ã#ÃT^2 = ĨQJÃN ; 

(D) (Ãiw - PQ)'(MN + PỔ) = MN 2 - />Ổ 2 . 

Trong các hệ thức sau, hệ thức nào đúng ? 




í 




Trong mặt phảng toạ độ, cho ã = (3 ; 4), ĩ ~ (4 ; —3). Kết ỉuậtì nào sau 
đây là sai ? 


(A) ã.b =0 ; 


(B) 3 16 

I 


í 

$ 


(C) ã.b 


0 


(D) lal.l&l - 0. 


9. Trong mặí phẩng toạ độ, cho ã = (9 ; 3). Vectơ nào sau đây không vuông 
géc với vectơ ã ? 

(A) V (1 ; ~3) ; (B) v(2;-6); 

CO V (1 ; 3); (D) v(-l;3). 

10. Tam giác ABC có ã = 14, b = 18, c = 20. Kết quả nào sau đây lả gần đứng nhất ? 

(A) B » 42°50' ; (B) B = 60°56'; 

(C) B * 119°04’; (D) B w 90° 



ỉỉ' Nếu tam giác MNP có MP = 5, PN = 8 và MPN = 120° thì đô dài canh 

M M 

MN (làm tròn đến chữ số thập phân thứ nhất) là 


(A) 11,4; 
(C) 7,0; 


(B) 12,4; 


(D) 12,0. 

12 * Gio tam giác MPQ vuông tại p. Trên cạnh MQ lấy hai điểm E, F sao cho 
các góc MrPE, EPF, FPQ bằng nhau. 

Đạt MP - q, PQ = m, PE = x,PF = y(h. 64). 

Trong các hệ thức sau, hệ thức nào đứng ? 

(A )ME = EF~FQ; 

= q l +x -xq\ 

(QMF 2 -q 2 +y 2 ~yq ; 

(D) MQ 2 ” q 2 + m 2 — 2qm. 



Hình 64 


13 . Tam giác ABC có BC - 10, A - 30° Bán kính đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ABC bằng bao nhiêu ? 


<A)5; 


(C) 


10 


S' 


(B) 10 ; 
(D) 10^3 


14 . Tam giác với ba cạnh là ỉ, 12 và 13 có diện tích bằng bao nhiêu ? 


(A) 30; 

(Q ỈOyỊĨ ì 


(B) 20^2 ; 

J 

(D) 20, 


15 . Tam giác ABC có ba cạnh là 6, 10, 8. Bán kính dường tròn nội tiếp tam 
giác đó bằng bao nhiêu ? 


(A) ; 

(C)2; 


(B) 4; 

(D)l. 


14 Tam giác ABC c 6B- 60° c - 45° AB = 5. Hỏi cạnh ÁC bằng bao nhiêu ? 


(A) ; 

<C,ÍỄ; 


(B) 5 V 2 ; 


(D) 10. 



Phương pháp toạ độ 

TRONG MẶT PHẮNG 

Đằng cách đua vào mặt phẳng mộ\ hậ trục tỡậ độ, mỗi 
vectơ, mỗi điểm trên mặt phẳng đó đểu được xác định 
bởi toạ độ của nỏ. Khi đó chúng ta có thể chuyển nhiều 
bàì toán hình học sang hài tỡấn đại số vả ngược iạí, từ 
kết quả của đại số suy ra được một sỡ tính chất và mối 
quan hệ giũa cấc hình hình học. 

Yêu cầu đốí với các em khi học chương này tà 

- Lập đupc phương trình đường thẳng, đường tròn, đường 
cônlc khi biết các yếu tố xác định mỗi đuờng. 

từ phương trình của các đưbng, thấy được các tính chất 
và quan hệ giữa các ứuờng. 

Nhớ và vận dụng được các biểu thúc toạ độ vào Việc 
tính khoảng cách, tính góc. 









PHƯƠNG TRÌNH TổNG QUÁT 
CỦA ĐƯỜNG THẲNG 


1. Phuỡng trình tổng quát của đường thẳng 

Trên hình 65» ta có các vecỉơ § 1 » «2» *3 kirae 0 
mà giá cÍẴâ chúng đều vuông góc với đường 
thẳng A, Khí đó, ta gọi « 2 , «3 là những 

vecíơ phấp tuyến của à. 

ĐỊNH NGHĨA 



Hình 65 


Vectơ h khác Ố „ có giố mông gổc với đường thầng â gọ ì ỉà 
vectơpháp ỉuyến của đường thẳng Á, 


Ị?Ĩ1 Mỗi đường ĩhằng cố bao nhiêu vectơ pháp tuyến ? Chúng iiên hệ với nhau 
như ihếnào ? 

72Ỉ Chỡ điểm ỉ và vectơ n 3*0. Cổ bao nhiêu đường thẳng đỉ qua ỉ vổ nhận h 
là vecỉơpháp tuyên ? 

Bài toán 

Trong mật phảng toạ độ, chở điểm 
/(*Q ; >’q) vả vectơ h (a I b) # 0 * Gọi A 

là đường thẳng đi qua ỉ 1 cố vectơ phấp 
tuyến là h, Tìm diều kiện của X và y đê 
điềm M{x ; ỵ) nầm trên À. 

GiảL (h. 66) 

Điểm M nằm trên A khi và chỉ khi 
ĨM 1 n t hay 

ỈM ./1=0. (*) Hình 66 



Ta có iM - (xì - xq; y - y 0 ) và h - (a ;b) nên (*) tương đương vớỉ 

ã(x - xq) + bịy - y 0 ) = 0. (1) 

Đây chính là điển kiện cần và đủ dể M(X ; y) nằm trên ầ. 

Biến đổi (1) vẽ dạng ax + by - ạx 0 - bỵ Q = 0 và đặt - ữXQ - by ồ = {% ta được 
phương trình 

ax + by + £ = 0 (ữ 2 + b^ & 0) 

và gọỉ là phương trình tểng quát của đường thẳng Á. 

Tóm lại, 

¥ H 

Trong mặt phẳng toạ độ, mọi đường íhẳng đều có phương trình 
tổng quất dạng 

ax + by + c = 0, với a + b & 0, 


Ngược lại, ta có thể chứng minh dược rằng : Mỗí phương trình dạng 

ax + by + c = 0 ? với a l + h 2 ĨÉ 0 

đều là phương trình tổng quát của một đường thẳng xác định, nhận n ~{ữ \b) 
lầ vectơ pháp tuyến, 

23] Mồi phương trình sau cố phải là phương trĩnh tổng quắt của đường thẳng 
không ? Hây chỉ ra một vectơpháp tuyến của đường thẳng đố 

7x - 5 - 0 ; mx + {m + l)y - 3 = 0; kx - yỊĩky + 1 = 0. 


41. a ., . 

/\Cho đường thẳng A có phương trình tổng quát là 3x - 2ỵ + 1 = 0, 

a) Hẩy chỉ ra một vectơ pháp tuyến của đường thẳng ủ, 

b) Trong các đỉểm sau đãỵ, điểm nào thuộc À t điểm nào khổng thuộc A ? 

M(1 ; 1), ,Y(-1 ; -1), /»[ 0 ;2Ì> G(2;3). fif-Ị Ị'. 

V 2 J 2 4| 

Ví đụ. Cho tam gỉổc cổ ba đỉnh A = (-1 ị -Ịj, B = (-1 ; 3) ; c = (2 ; -4)* 
Viết phương trình tổng quất của dường cao ké từA. 


GiắL Đường cao cần tìm là đường thẳng đi qua A vằ nhận BC là một vectơ 

pháp tuyến, Ta có BC = (3 ; -7) và A = (-1 ; -1) nên theo (1), phương trình 
tổng quát của dường cao đó là 3(x + 1) - 7{y + 1) = 0 hay 3x - 7y - 4 = 0, 



Các dạng đặc bỉệi cua phương trình tổng quát 

Ấ * l 

Cho đường thẳng A : ax + by + c = 0. Em có nhận xét gì vể VỊ trí tương đốỉ của A và 
các trục toạ độ khi a = 0 ? Khi b = 0 ? Khi c -0 ?' 


GHI NHỚ 

Đường thẳng hỵ + c = 0 song song hoặc trúng với ĩrục Ox (h. 67 a). 
Đường thẳng ax + c — 0 song song hoặc trùng với trục Ợy (h. 67b). 
Đường thẳng ax + by = 0 đi qua gốc toạ độ (h, 67c). 



Hình 67 

Ã Cho hai điểm A(a ; 0) và Bịũ ; b), với ab * 0 (h. 68). 

” ™a) Hãy viết phương trình tổng qụát của đường thẳng A 
đĩ qua A và B. 

b) Chứng tỏ rằng phương trình tổng quát của A tương 
đương với phương trình 

a b 

GHI NHỚ 



Đường thẳng cố phương trình 

- + Ẳ = 1 (a * 0, í> * 0) (2) 

a b 

đi qua hãi điểm A(a ; 0) vờ Bị ;0 ; b), 

Phương trình dạng (2) được gọi ỉà phương trình đường thẳng theo 
đoạn chắn. 

ú 

?4 Vỉểt phương trình tổng quát cùa đường thẳng đi qua Á{— 1 ; 0) và B (0 ; 2). 


^ CHÚ Ý 

Xét đường thẳng A có phương trình tổng quát ax + by + c = 0, 

Nếu b*Q thì phương trình trên dưa được về dạng 

y = kx + m (3) 

với k =. — —, m = - — > Khi đó k là hệ số góc cua dường thẳng A 

b b 

và (3) gọi là phương trinh cảa A theo hệ số góc. 



Ý nghía hình học cảa hệ sổ góc (h. 69) 

Xét dường thẳng A : y = kx + m. 

Vói k & 0, gọi M là giao điểm của A với trục Ox 
và Mt là tia của A nằm phía trên Ox, Khi dó, nếu 
a ỉà góc hợp bởi haí tia Mt và Mx thì hệ số góc 
cùa đường thẳng A bằng tang của góc a, tức là 
k - tana. 

p 

Khi k = 0 thì A là đường thẳng song song hoặc 
trùng với trục ỡx. 




Mỗi đường thẳng sau đáy có hệ số góc bẵng bao nhiêu ? Hãy chị Tã góc a 
tương ứng với hệ số góc đó. 


ứ) Aị : 2x + 2y - 1 = 0 ; 

b) Á 2 : yỉỉx - y + 5 = 0. 


2. Vị trl tương đối cua hai đường thẳng 

Trong mặt phầng toạ đồ, cho hai đường thẳng Aị, A 2 có phương trình 

A] : OịX + bịy + Cị = ó. 


A 2 : a 2 x + b z y + c 2 - 0. 

Vì số điểm chung của hai đường thẳng bằng số nghiệm củâ hệ gồm hai 
phương trình tiên, nên từ kết quả của đại số ta có 


a) Hai đường thẳng Ả j, A 2 cắt nhau khỉ và chỉ khi 


«1 bị 

ữ 2 h 


& 0 ; 


b) Hai dường thẳng A|, A 2 song song khi và chí khi 



a x bị 

«2 h 

= 0 và 

*1 c \ 
h % 

* 0, 

hoảc 

■ w 

«1 h 

<h h 

II 

o 

< 

C 1 a i 

c 2 «2 

& 0 ; 


c) Hai đường thẳng A l? A 2 trùng nhau khí và chỉ khi 


ữ \ 

bi 



c ! 


c ỉ 

ữị 

ữ 2 

h 


h 

c 2 


c 2 

02 



Trong trường hợp a 2 , by , c 2 đều khác 0, ta có 


Á h A 2 cắt nhau <=> — * -p- ; 

Ũ2 t>2 


Aị Ị ỉ ầ 2 


±L = ỀL * c ỉ I 


<*2 h £z 
ớ 2 ^2 c 2 



Từ tỉ ịệ thức — - cớ í/i/í?ớĩ gỉ vế Ví' fr/ /ươwg đối cảa A j và A; ? 

02 Ờ2 


2Zl w írí tottg Cỉlữ hữi đường thẳng Aị t A 2 trong môi trường hợp sau 


a) Aị : -n/2 X -3y + 5 = 0 

vờ 

a 2 

x + 2>y - = 0 ; 

b) Aj : X - 3ỵ + 2 — 0 

và 

A 2 

~2x + 6y + 3 = 0 ; 

1" 

c) A| : 0,7* f Ì2y - 5 = 0 

và 

A 2 

ÌAx + 24y- 10-0, 


Câu hỏỉ vò bâỉ tộp 

1* Trong các mệnh đé sau, mệnh đề nào đúng ? 

a) Đường thẳng song song với trục ỡx có phương trình y = 

b) Đường thẳng có phương trình X = m + 1 song song vái trục ồy 

c) Phương trình y = kx + b là phương trình của dường thẳng ; , 

d) Mọi đường thẳng đều có phương trình dạng y — kx + b ; 

e) Đường thẳng đi qua hai diểm A(a ị 0) và B (0 ; b ) có phương trình 

M=1- 

a b 

2. Viết phương trình tổng quát của 

a) Đường thẳng Ox ; 

b) Đường thẳng Oy ; 

c) Đường thẳng đi qua M{x $; >>q) và song song với Ox ; 

d) Đường thẳng đi qúa M{xq ; ^q) và vuông góc với Ox ; 

e) Đường thẳng ỠM, với M{xq ; >o) khác điểm ớ. 




3, Cho tam giác ABC có phương trình các đường thẳng AB t BC, CA là 

AB:2x-3y- 1=0; 

BC ; x + 3v + 7 - 0 ; 

CÁ : 5x — 2y + 1 = 0. 

Viết phương trình tổng quát của đường cao kẻ từ đỉnh B. 

4. Cho hai điểm P (4 ; 0), 0(0 ; -2). 

a) Viết phương trình tổng quát cua đường thẳng đi qua điểm A (3 ; 2) và 
song song với đường thẳng PQ ; 

b) Viết phương trình tổng quát của đường trung trực của đoạn thẳng PQ. 

5, Cho đường thẳng ả có phương trình X -y = 0 và điểm M{2 ; 1). 

a) Viết phương trình tổng quát cùa đường thẳng đối xứng với đường thẳng d 
qua điểm M . 

b) Tim hĩnh chiếu của điểm M trên đường thẳng d. 

6. Xét vị trí tương đối của mỗi cặp đường thảng sau và tìm giao điểm (nếu có) 
của chúng 

a) 2x - 5ỵ f 3 = 0 và 5x + 2y - 3 = 0 ; 

b) X - 3y + 4 = 0 và 0,5jc - 1,5| + 4 = 0 ; 

c) 10* + 2y - 3 = 0 và 5x + y - 1,5 = 0. 



PHƯƠNG TRÌNH THAM SỐ CỦA 

? 


ĐƯỜNG THẰNG 


1. Vectơ chỉ phương của đường thẳng 

Trên hình 70, vectơ ũị khác 0, có gìá là 

đường thẳng A ; vectơ «2 khác õ , cố giá 
song song với A, Khỉ đố ta gọi Uj, »2 là 
các vectơ chỉ phương của đường thẳng A, 



Hình 70 



ĐỈNH NGHĨA 


Vectơ ũ khác õ, cồ giá song song hoặc trũng với đường thẳng A 
được gọi là vectơ chỉ phương của A. 

?1 Vectơ chỉ phương và vecỉơ pháp tuyến của một đường thẳng quan hệ với 
nhau như thể nào ? 

72 Vỉ sào vectơ ù — (b ; — à) là một vectơ chì phương cảã đường thẳng có 
phương trình ax + by + c - 0 ? 

2. Phương trình tham số của đường thẳng 



Bàỉ toán. Trong mặt pììẦng toạ độ Oxỵ, chớ đường thẳng A đi qua điểm 
ỉ(xq ; ygỳ và cố vectơchỉ phương u = {ơ ; b), Hãy tìm điểu kiện cảã xvày 


để điểm M(x ; y) nằm trên A. 


Ấ t (Đểgiảibàítoán) 

Điểm M nằm trân A khi và chì khi vectơ lú cùng 
phương vỏ! vectơ u (h. 71), túc là có số ĩ sao cho 

ĨM.= tŨ' 

r 

Hây viết toạ độ cùa ỈM và của tu rồi so sánh 
các toạ độ của hai vectơ này. 



Hình 71 


Từ hoạt động trên sụv ra : Điều kiện cần và đủ để M (X ; y) thuộc A ìà có 
$ố t sao cho 

0 ) 

Hệ (1) được gọi là phương trình tham sề của đường thảng A, với tham số t. 



CHÚ Ý 

Với mỗi giá tri của tham số /, ta tính được X và y từ hộ (1), tức là 
có được điểm M(x ; y) nằm ỉrốn A. Ngược lại, nếu điểm M(x ; y) 
nằm trên A thi có mốt số t sao cho Xị y thoả mãn hệ í I). 



?3| Chữ đường thẳng A cỏ phương trình tham số 


X — 2 "I" t 

y = ì- 2 1 . 

a} Hãy chỉ ra một vectơ chỉ phương của A. 

bỳ Tĩm cổc điểm của A ứng với các giá trị Ị = 0, í - - 4, í = 

cỳ Điểm nàõ trong các điềm sau thuộc A ? 

1; 3), N{ 1; -5), M ; 1)| ổ(0; 5). 


1 


ũ* 

/ ^Cho đường thẳng d có phương trình tổng quát 2x - 3y - 6 = 0. 

a) Hãy tim toạ độ của một điểm thuộc ẩ và viết phương trình tham số của d. 

ÍJC = 2 + 1,5/ 


b)Hệ 





2 . ^ 

— + / 

3 


có phải (ặ phương trình tham số của đ không ? 


c) Tim toạ độ của điểm M thuộc ắ sao cho OM = 2. 



CHÚ Ý 


Trong phương trình tham số 


X — Xộ -f at 
y ^ y<ị+bt 


của đưởĩỉg thẳng, nếu 


a * 0, b 0 thì bằng cách khử tham số í từ hai phương trình trên, 
ta đi đến 


ĩ^SL = mL {uỉấ O, b¥ 0). (2) 

ă b 

Phương trình (2) dược gọi là phương trinh chếnh tắc cửa đường thẳng. 

Trong trường hợp a = 0 hoặc b ^ 0 thì đường thẳng không có 
phương trình chính tắc. 

Vỉ dạ. Viết phương trình tham sổ, phương trình chính tắc (nếu cồ) và 
phương trình tổng quất của đường thẳng trong mễỉ trường hợp sau 

a) Đi qua điểm A(ĩ ; l) và song song với trục hoành ; 

b) Đi qua điểm B{2 ; -1) vá song song với trục tung ; 

c) Dì qua điểm C(2 ; lí và vuông góc với đường thẳng d: 5x - ly 4- 2 = 0, 




Giải 


phương trình tham số là 


a) Đường thẳng cần tim có vectơ chỉ phương 7 = (1 ; 0) và di qua A nên nỏ co 

X = 1 4- Ị v _ 

< và phương trình tổng quát là >’ - 1 =0. 

[y = 1 

Đường thẳng đó không cổ phương trình chính tắc. 

b) Đưòng thẳng cần lìm có vectơ chỉ phương 7 - (0 ; 1) nên khỏng có 
phương trình chính tắc. Do đường thẳng đó đi qua B nện nó có phương 

f X = 2 

và phương trình tổng quát là X - 2 = 0. 

[y = -1 + í 


trì nh tham số là 


c) Vectơ pháp tuyến n = (5 ; -7) cửa ả cũng là một vectơ chỉ phương của 

đường thẳng A cần tìm (do À _L d). Do đó phương trình tham số cùa A 

X = 2 + 5f __. , , . ( , _, _ . x-2 y - 1 

lầ < và phương trình chính tac của A là ——— = 

ỵ- ì - Ít 5 -7 

5 Từ phương trình chính tắc (hoặc tham số) cùa A, ta suy ra dược phương 
trình tổng quát của A là Ix + 5y - 19 = 0. 


3 

Viết phương trình tham sổ ( phương trình chính tắc (nếu có) về phương trình tổng 
quát của đường thẳng di qua hai điểm M(-4 ; 3) và N(\ ; -2). 



Câu hỏi và bãi tộp 

7, Cho đường thẳng A ị I x = * * f . Hỏi trọng các mệnh đề sau t mệnh đề 

[y = “ 2í 

nào sai ? 

a) Điểm A(-l ; ”4) thuộc A. 

b) Điểm B (8 ; 14) không thuộc A> điểm C(8 ; -14) thuộc A. 

c) A cổ veciơ pháp tuyến n - (l ; 2). 

d) À có vectơ chỉ phương ũ - (1 ; ”2). 

——- = ^ + ^ là phương trình chính tắc của A. 

3 -6 


é) Phương trình 


0 Phương trình 


X -1 


= — là phương trình chính tắc của A. 
1 -2 



8, Cho đường thẳng A : ax + by + c = 0. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề 
nào đứng ? 

ạ) Yectơ n = (a ; b) là vectơ pháp tuyến của A. 

b) A có vectơ chỉ phương ũ = (- b ; ứ), 

c) A có vectơ chỉ phương u = (kb ; kữ) với £ * 0. 

d) A có vectơ chỉ phương ũ = ( 5b ; - 5ữ). 

e) Đường thẳng vuông góc với A có vectơ chỉ phương u — {a ; b). 

9, Hãy viết phương trình tham số, phương trình chinh tấc (nếu có) và phương 
trình tổng quát của đường thẳng đi qua hai điểm A và B trong mỏi trường 
hợp sau 


a) A = (-3 ; 0), B = (0 ; 5) ; 

b) A = (4 ; 1), £=(4 ; 2); 
ậA = (r4;tỳ,Bm( 1;4>. 

10* Cho điểm A(-5 ; 2) và đường thẳng A 

trình đường thẳng 

a) Đi qua A và song song với A ; 


X — 2 _ y + 3 


I 


-2 


Hãy viết phương 


tì. 


b) Đi qua A vằ vuồng góc với A. 

Xét vị trí tương dối của mỗi cặp đường thẳng sau đây và tìm toạ độ giao 
điểm (nếu có) của chứng 


a) 


X = 4 - 

1 y = 5 + r 


2 1 


và 


= 8 ■f r 6/' 

y = 4-3í'; 


b)X = 5 *X. và 

y = -3 + 2f 2 3 


c) 


X " 5 +1 

y = -\-t 


và X + y — 4 = 0. 


12. Tìm hình chiếu vuông gổc của điểm f (3 ; -2) trên đường thẳng A trong 
mỗi trường hợp sau 


a) A: 


X = t 

y = 1; 


c) A : 5x - \2y + 10 = 0. 

13. Trên đường ỉhảng A : X - y + 2 = 0, tìm điểm M cách đều hai điểm E(0 ; 4) 
và F(4 ; -9). 

14. Cho hình bình hành có toạ độ một đỉnh là (4 ; -1). Biết phương trình các 

dường thằng chứa hai cạnh là X - 3ỵ = 0 và 2x + 5y + 6 — 0. Tìrntoạ độ ba 
đỉnh còn ỉại của hlnh bình hành đó. 



KHOẢNG CÁCH VÀ GÓC 


1. Khoảng cách từ một điểm đến một đưdng thẳng 


Bàỉ toán 1. Trong mặt phẳng toạ độ, chờ đường thằng òk cố phương trình ĩổng 
quất ax + by + c = 0. Hãy tính khoảng cách ẩ(M ; A) từ điểm M{x m ; y M ) 
đến Á. 


GiảL (h. 72) Gọi M' là hình chiếu của M trên Ả 
thì dô dài đoạn M M chính ỉà khoảng cách từ 
M đến à. 

Hiển nhiên M'M cùng phương vái vectơ pháp 
tuyến h{ũ ị ố) của A, vậy cósék sao cho 

M'M = kn, (1) 

Từ đó suy ra 







\íã 2 + b Ằ 


Mặt khác, nếu gọi (jt ; y') là tơa đồ củâ M’ thì từ (1) ta có 



= ka 

bíi-y = kb 



= x„-ka 

= yi4- kb - 


hay 



8, Cho đường thẳng A : ax + by + c - 0. Trong các mệnh để sau, mệnh dề 
nào đúng ? 


a) Vectơ rt - (a ; b) là vectơ pháp tuyến của A. 

b) A c6 vectơ chỉ phương ũ = (-b; aỵ 

c) A có vectơ chỉ phương ũ = (kb ; ka) với k*ồ. 

d) À có vectơ chỉ phương ũ = ( 5b ; —Sà). 

e) Đường thẳng vuông góc vớỉ A có vectơ chl phương ũ = (ứ; b). 

9. Hãy viết phương trình tham số, phương trình chính tắc (nếu có) và phương 
trình íổng quát củâ đường thẳng đi qua hai điểm Á và B trong mỗi trường 
hợp Sâu 


a) A = (-3 ; 0), B = (0 ; 5) ; 
bM = (4;l), Bm.( 4;2); 
c) A = (-4 ; 1), - (1 ; 4). 

10. Cho điểm A{—5 ; 2) và đường thẳng À : Hãy viết phương 

I 


1 


-2 


trình đường thẳng 

a) Đi qua Ấ và song song với A ; 


b) Đi qua À và vuông góc với A> 

n. Xét vị trí tương đối cùa mỗi cặp đường thẳng sau đây và tìm toạ đô giao 
điểm (nếu cố) của chứng 


á) 


b) 


c) 


X = 4 - 2í 
y “5 + t 

X —5 +1 

y = -3 + 2ỉ 

X = 5 ~h I 

b - -1 - 1 


và 


và 


X = 8 + 6ê 

y = 4-3t'; 


X - 4 _ y + 1 


và X + y - 4 = 0. 


12 . 


Tim hình chiếu vuông góc cùa điểm P(3 ; -2) trên đường thẳng A trong 
mỗi trường hợp sau 


a) A : 


■ í 


X = t 






c) A ; 5x - 12 y + 10-0. 

13. Trẽn đường thẳng A : X - y + 2 = 0, tim điểm M cách đều hai điểm E(Q; 4) 
và F(4; -9). 

14. Cho hình bình hành có toạ độ một đinh là (4 ; — 1). Biết phương trình các 
đường thẳng chứa hai cạnh là X - 3y “ 0 và 2x + 5v + 6 =s 0. Tìm toạ độ ba 
đỉnh còn lại cùa hình bình hành đó. 




KHOANG CACH VA GOC 



i Khoảng oách từ một điểm đến một đường thẳng 

Bàỉ toán 1. Trong mặt phầng ĩoạ độ , chà đường thẳng A cố phương trình tổng 
quát ax + by + c ■- 0. Hẩy tính khoắng cách d(M ; A) từ điểm M{X M ; ỵ tí ) 
đến A. 

GiẩL (h. 72) Gọi M ' là hình chiếu của M trên A 
thì độ dài đoạn M’M chính là khoảng cách từ 
M đến A. 

Hiển nhièn M 1 M címg phương với vectơ pháp 
tuyến H(a ; b) của A, vậy có số k sao cho 

Wm = (1) 

(TA. MS hỉitth 72 

lu dó suy ra 

đ(M ; A) = \ặ I 1 « I = \k I Vớ 2 + br (2) 

Mặt khác, nếu gọi (x '; y') là toạ độ của M * thì từ (1) ta có 

x ư -x' = kữ J X* = x M -kữ 

hay ị , 

y M - y' = kb [y = y M ~ kb ' 





Vi M' nằm trên A nên ữ(x M - kã) + b(y M “ kb) + c - 0* Từ đó suy ra 

k = — -. Thay giá trị của k vào (2) ta được 
ữ L * b Á * ‘ 


JJ77 j 

p 

ũ' ... v __ 

/ \Hãy tính khoảng cách từ điểm M đến đường thẳng A trong mỗỉ trưởng hợp sau 
a) M {\3 ; 14) vè A: 4x - 3y + 15 = ó; 

b>M(5 ; -1) và A : <r = 7 2 * 

|y - -4 + 3/, 


Vị trí của hai điểm đối vớỉ một ểường thắng 

Cho đường thẳng A : ax + by + c = 0 vầ điểm Mỉx m \ y M ). Nếu M* là hình 
chiếu (vuông góc) của M trên A thì theo lời giải của Bài toán 1, ỉa có 

M M - k n, trong dó k = aXìA * —— . 

a 2 +b 2 

Tương tự nếu có điểm N(x n ; y,v) với AT là hình chiếu của N trên A thì ta 
cũng có 

N'N sa k'Ệ , trong đổ k - aXN 2 ~^2~ c ' 


?Ĩ1 Có nhộn xét gì về vị ĩrị của hai điểm M, N đổi vm A khi k và k’ cũng dấu ? 
Khi k và k* khác dấu ? 

Ta có kết quả sau 

Chữ đường thẳng A ; ax + by + c = 0 vả hai điểm M(x m ; y M ), 
N(x n ; y N ) không nằm trên A. Khi đố 

Hai điểm My N nằm cùng phía đổi với A khi vầ chỉ khi 

I 

(ax M + by M + c)(ax N + by N + c) > 0 ; 

. J 

Hai điềm M, N nằm khác phía đối với À khi v <3 chỉ khỉ 

{ax M + by M + c)(ax N + by N + c) < 0 ộ 

k_ 



Cho tam giác ABC có các đĩnh lả A =. (1 ; G), B = (2 ; -3), c = (-2 ; 4) và 
đường thẳng A ĩ X — 2ỵ + 1 =0- Xét xem Á cắt cạnh nào của tann giác. 

Ta có thé áp dụng công thức tíiih khoảng cách để viết phương trình các dường 
phân giác. 


Bài toán 2* Chữ hãi đường thằng cắt nhau, cỏ phương trĩnh 

àkị : ãịX + bỵy '+ C\ =0 vầ A 2 : + bjy + c 2 = 0, 

Chứng minh rằng phương trinh hãi đường phân giác cũa các góc tạo bởi 
hai đường thẳng đó cổ dạng 

' ữịX + bịy + Cị ± 02 * + ^ = 0 

Ậỉ + tệ v°2 +ồ 2 


^ * Hãy giải Đài toán 2, với chú ý rằng điểm M thuộc 
một trong hai đường phân giác khi và chỉ khi nó 

cách đéu hai đường thảng Aị và &2 (h. 73). 

Ví dụ. Cho tam giấc ABC với 





- ;3ì, s =• (1 ; 2), c = { 4 ; 3) 

4 


Viết phương trinh đường phân giác trong của góc A. 

Giải . Dễ thấy các đường thẳng AB và AC có phương trình 

AB : Ax - 3y + 2 3= 0 và rìC ; y “ 3 = 0. 

Các đưdng phân giác trong và phân giác ngoầi của góc A Cữ phương trình 

h 

4*-3y + 2 y- A 4* - 3y + 2 y - 3 _ n 
———-+ - = 0 hoặc - ~r -— = 0 ; 


5 


1 


5 


1 


hay : 4x + 2y -13 = 0 (đường phân giác d{) 

4jc “ 8y + 17 = 0 (đường phân gỉác í^ 2 >. 

Do haí điểm B , c nằm cùng phía đối với đường phân giác ngoài và nằm 
khác phía đốì với đường phân giác trong của góc A nên ta chỉ cần xét vị trí 




cảa B, c đối với một trong hai đường, chẳng hạn ẩ 2 « Thay toạ độ của Bj c 

lần lượt vàỡ vế trái của ầ 2 ta dược 

4 - 16 + 17 - 5 > 0 và -16 - 24 + 17 - -23 < 0, 

tức là € nằm khác phía đối với ảj_, 

Vậy phương trình đường phân giác trong cùa góc A là 

: 4jc- 8y+ 17 = 0. 

2. Gốc giữa hai đường thẳng 

ĐỊNH NGHỈA 

Hai đường thắng a và b cất nhau tạo thành bến gốc . Số đo nhỏ 
nhất của cầc góc đó được gợi ĩà số đo của góc giữa hai đường 
thẳng a và ố, hay đơn giản là góc giữa a vồ b, 

Khỉ a song song hoặc ĩrừng với b, ta quy ước góc giữa chúng 
bảng 0° 

72 Trên hỉnh 74, góc giữa hai đường thằng a 
vầ b bẵng bao nhiêu ? Hãy so sánh góc đỏ 
với góc giữa hai vectơ ữ , V và góc giữa hai 
vectơ ũ\ V. 

ĩ ^ s> CHÚ Ý Hình 74 

Góc giữa hai đường thẳng a và b được ĩcí hịệu ỉà (; a ĩ b ), hay đơn 
giản là ( ã , b). Góc này không vượt quá 90° nện ta có 

(a, b) = (ũ , V ) nếu ( ư , V ) < 90° 

(a, b ) = 180° - («,v) nếu (ũ , V ) > 90° 

trong đó ũf V lẩn lượt ỉà vectơ chỉ phương của a vằ b t 

Ằ 4 

”cho bỉếỉ phương trình của hai đường thẳng À và A' iẩn lượt ỉà 

X = 1 - 2t fjt = l + r 

\ * và < 

[y = 5 - 1 [y = 2 + 3f' 

Tìm toạ độ vectơ chỉ phường của hai đuửng thằng và tìm góc hợp bài hai đưdrta 
thẳng đố. 




Bài toán 3 



ữ) Tìm côsỉn của góc giỂẾứ hai đường thẳng và A 2 lần lượt chú bởi các 
phương trình 

■ ãịX 4 bịỵ 4- C| = 0 và a 2 x 4- b-yy + c 2 = 0. 

b) Tìm điều kiện để hai dường ỉhẳng àị và $2 vuông góc với nhau . 

c) Tìm điều kiện để hai đường thẳng y = kx + b và y — k'x 4 b* vuông góc 
vâỉ nhau, 

r 

§ (Để giải Đài toán 3) 

Viết toạ độ hai vectỡ chỉ phưdng ũị của ầị và Ũ 2 của Ã 2 * 

Hãy chứng tỏ rằng cos(, A 2 ) = |cos(uị t iỹ|, Từ đó đi đến các kết quả sau đây 


a) cos(A| „ Aj) = 


ãịữ2 4 bịbỵ 1 


sjaỊ ~+hỊ\yjo2 +tệ 


= ỉcos(»Ị f « 2 )ị ỳ trong đó hị , #2 lần Ivợt là 


\ị 

Vôctơ pháp tụyến của Aj, A 2 . 

b) ^A| iấỊ o 4 ^1^2 - 0. 

c) Ấp dụng câu b) hãy chứng minh rằng điểu kiện cần vả đủ để hai đường thẳng 
y = kx 4 b và y = k'x 4 b' yuông góc là kk’ - -1. 



Tìm góc giữa hai đường thẳng A ỉ và A 2 trong mỗỉ trưởng hợp sau 


a)A t : 


X = 13 4 t 
>‘-—2 4 2 r 


à 2 : 


JC = 5 - 2/' 
y =7 41'; 


b) Aj : X = 5 ; 


c) A, : 


X = 4 - í 
>'--4 + 3f 


A 2 t 2x 4 > - 14 = 0; 
Ấ 2 : 2x 4 3 V - 1 ~ 0. 


Câu hỏi vã bâi tập 

15, Trong cấc mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

à) Côsín cùa gốc giữa hai đường thẳng ữ và b bằng eòsin của góc giữa hai 
vectơ chỉ phương của chúng. 



b) Nếu hai đường thẳng A và A lần lượt có phương trình px + y + m = 0 và 
Jt + + /ĩ = Q thì 

2\p\ 

cos(A, A') = -=1Í-L. 

^ + I 


c) Trong tam giác ABC ta có 

CỮS A = cos (AB, AC). 


d) Nếu (p ỉà góc giữa hai đưồmg thẳng chứa hai cạnh AB t AC của tam giác 
ABC thì 

AB 2 + AC 2 - BC 2 

COSỘ7 = ỉ - I - 

r 2ABẠC 

e) Hai điểm (7 ; 6) và (- Ị ; 2) nằm về hai phía của đường thẳng y — x. 


16. Cho ba điểm A(4 ; -1). B(- 3 ; 2), C(1 ; 6)* Tính góc BAC và gốc giữa haí 
đường thẳng AB, AC. 

17. Viết phương trìiứi đường tliẳng song song và cách đường thẳng ax + by + € - 0 
một khoảng bằng h cho trước. 

18. Cho ba điểm À(3 ; 0), B(-5 ; 4) và F(10 ; 2). Viết phương trình đường 
thẳng đi qua p đồng thời cách đều A và B. 

19. Cho điểm M{2 I 3). V iết phương trình đường thẳng cắt hai trục toạ độ ở À 
và B sao cho ABM là tam giác vuông cân tại đỉnh A/. 

2Ơ. Cho hai đường thẳng 

Aị : X + 2y — 3 = 0, 

A 2 : 3x — y -h 2 “ 0. 

Viết phương trình đường thẳng A đi qua điểm P(3 ; 1) và cắt Á ị, A 2 lần 
lượt à'A, B sao cho A tạo với A| và À 2 một tam giác cân có cạnh đáy là AB. 





1 Phương trình đường tròn 

Trên mặt phẳng toạ đô, cho đường trờn ( ( ễ ?) cổ 
tâm ĩ(xq ; >ộ) và bán kính R (h, 75). 

Điểm M{x ; v) thuộc đường trồn ( : ặ ) khi và chi 
khi m = Rs hay là 

CO 

Ta gọi phượng trình (ỉ) là phương tĩính của 
đương tròn (^). 

Ấ ị 

Cho hai điểm P(-2 ; 3) vồ Q(2 ; -3). 
a) Hãy viết phương irình đường tràn tâm p và đỉ qua Q. 
b) Hãy viết phương trình đường tròn đưởng kỉnh PQ. 

2. Nhận dạng phương trình đơởng tròn 

Biến đổi phương trình c 1) về dạng 

X 2 + y 2 - 2xịýx~2yòy+ x% +yl~R l = 0 , 
ta thấy mối đường tròn trong mặt phẳng toạ độ đểu cổ phương trình dạng 

x ầ + y 2 + 2ax + 2 by + c = 0. (2) 

Ngược lại, phải chãng mỗi phương trình dạng (2) vớì ũ, b t c tuỳ ý, đều là 
phương trình cựa một đường ÉTồn ? 

Ta biến đổi phương trình (2) về dạng 

(x + a) 2 + iy + hy = a 2 + b 2 - c. 

Nếu gọi / là điểm có toạ đô (- a ; - b\ còn (x ; y) là toạ độ cùa điểm M thì 
vê trái của đẳng thức trên chính là ĨM 2 . Bởi vậy ta đi đến kết luận 


(x - x 0 Ỷ + ty- y ồ ) 2 = R 2 



Hỉnh 75 





Phương trình x~ m ỷ" + 2ax + 2by + c = 0» với điều kiện 
a m ỉ? > c, ỉà phương trình của đường tròn tâm /(- a; -b) t 

^ bán kính R — 4ã ' + b 2 - c. _ J 

Ã 2 

/^Khi a 2 + b 2 £ í:, hãy tìm tập hợp các điểm M cò toạ đò (x ; ý) thoề mãn pbuưng trích (2). 

? Trừng cẩc phương trình sau, phưmig trình nào íầ phương trìnk đường trờn ? 
a )x 1 my 2 - 0,14* + 5 yìĩy -1 = 0 ; b) 3x + 3y 2 + 20Q3x- ìly = 0; 
c) X my 2 - 2x - 6y m 103 0 ; d) X + ly 2 - 2x + 5y + 2 = 0; 

e) 3? + y 2 - 2xy + 3x - 5y - 1 = 0* 

Ví dụ. Viết phương trình đường tròn đi qua ba điểm MỢ. ; 2) t N(5r t 2) 
vàPịì ; -3). 

GiẩL Gọi Ị(x ; y) và R ỉầ tâm và bán kinh của dưòng tròn di qua ba điểm 

Af, N f p 

Từ điều kiện IM - ỈN = IP ta có hệ phương trinh 

lu - l) 2 + (y - 2) 2 = ịx - sf + (y - 2) 2 

(X - i) 2 + (y - 2ỷ = (x - l) 2 + (y + 3) 2 . 

Dễ dàng tìm được nghiệm của hệ ỉà X = 3 ; y - - 0,5. Vậy / “ (3 ; - 0,5), 

Khi dỏ FC — ĨM 2 - 10,25. Phương trinh dường tròn cần tìm là 

(X - 3) 2 + 0> + 0,5) 2 = 10,25. 

Cỏ thể giải bài toán bằng cách khấc. 

Giả sừ phương trình dường tròn có dạng 

ỉ + ỵ 2 m lax + 2by + c = 0. 

Do M t N t p thuộc đường tròn nên ta có hệ phương trình với ba ẩn s ố a, b, c 

5 + la + 4è +c - 0 (V) 

<29 + lQữ + 4bmc-Q (2‘) 

10 + 2a - 6b + c = 0, (3 f ) 



Từ (!') và (2*) suy ra 24 + 8ũf = 0, do dó ữ = - 3. Từ 0') và (3') suy ra 
-5 + 10& — 0, do đó ố = 0,5. Thay a và h vừa tìm được vào (T) ta có 

c = -5+6-2--l. 

Vậy phương trình đường tròn cần tìm là X y 2 -6x + ỵ- 1 =0. 

.■ 

3, Phương trình tiếp tuyến của đường tròn 

Bàỉ toán 1. Viết phương trình tiếp tuyến của đường trôn 

(W>: (x+lf + (y-z?ề5, 

biết rằng tiếp tuyến đố.đi qua điểm M (V5 — 1; 1). 

Giãi. Đường tròn (9ễ) có tâm /(-1 ; 2) và bán kính R = yỈ5 . 

Đường thẳng A đi qua M có phương trình 

a(x -S + Vị 4 bệt - 1) = 0 (với 0 4 ì> 2 * 0). 

Khoảng cách từ /(-1 ; 2) tới đường thẳng Ả là 

ó( J . A) „ k-l - s + i) 4 bọ. - 1)1 = \-Sa 4 b\ 

\ja 2 4 b 2 Va 2 4 b 2 

Để A là tiếp tuyến của đường ưòn, điều kỉện cần và đủ là khoảng cách 
d{ỉ ; A) bằng bán kính củâ đường tròn, tức là 



hay |-v5a + b\ = \5a 2 + 5 b 2 

Từ đó b(2b + Ự5 a) - 0, suy ra b = 0 hoặc 2b + yfĩa = 0. 

Nếu b = ò, ta có Ihể chọn ữ = 1 và được tiếp tuyến 

Aị : X - + í — 0. 

Nếu 2 b+ a = 0, ta có thể chọn a = 2, b = - 4Ỉ và được tiếp tuyến 

: 2x - yfĩy + 2- - 0. 



Để viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn, ta thường đùng điều kiện sau 

Đường thẳng tiếp xúc với đường tròn khi và chỉ khi khoảng cách từ tầm 
đường tròn đến đường thẳng bằng bấn kính của đường tròn . 

Tuy nhiên, để viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn tạj điểm M cho 
trước thuộc đường tròn, ta có cách giải đơn giản hơn. 

Bàẫ toán 2, Cho đường tròn 

X 2 + y 2 - 2x + 4ỵ — 20 = 0 

và điểm M {4 ; 2). 

a) Chứng tỏ rắng điểm M nầm trên đường tròn đã cho. 
hyvìết phương trình tiếp tuyến của đường tròn tại điểm M. 

GỀảL (h. 76) 

a) Thay toạ đô (4 ; 2) của M vào vế trái của 
phương trình đường tròn, ta được 

4 2 + 2 2 - 2.4 + 4.2 - 20 = 0. 

Vậy M nằm trẽn đường tròn, 

b) Đường tròn có tâm / = (1 ; -2). Tiếp tuyến của 
đường tròn tại M là đường thẳng đi qua M và 

nhận ~MỈ làm vectơ pháp tuyến. H ĩnỉt 

Vì Mỉ — (-3 ; —4) nên phương trình của tiếp tuyến là 

— 3(jc - 4) - 4(y - 2) = 0 
hay 3x + 4ỵ - 20 - 0. 

3 

Viết phương ửình đường thẳng đi qua gđc ỉoạ độ và tiếp xúc vdi đường tròn 

{&y.x 2 + y 2 -3x + ỵ = Q. 

4 

Viết phương trình tiếp tuyến của đưởng tròn (x - %Ỷ + (y + 3Ỷ = 1, biết tiếp tuyến 
đó song song với đường thẳng A : 3x - y + 2 = 0. 






Câu hỏi vã bài fộp 


21» Cho phương trình 

2 2 

X +y + px + (p — 1 )y = 0. 

Hỏi trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

a) (1) là phương trình của một đương tròn. 

b) (1) là phương trình của một đường tròn đi qua gốc toạ đô. 

c) (1) là phương trình của một đường tròn có tâm J(p ; p - 1). 


0) 


d) (1) là phương trình cùa đường trôn có tâm J 


ỉ 




p ■ p-l 
2^2 


\ 


và bán kính 


R ^-ịyỊĩp 2 -2p + \. 

22» Viết phương trình đường tròn (9ữ) trong mỗi trường hợp sau 
a) C^) có tâm /(1 ; 3) và đí qua điểm A(3 ; 1); 


b) (W) có tâm /(-2 ; 0) và tiếp xúc với đường thẳng A : 2 x + y- 1 = 0. 


23. Tim tâm và bán kính của đường tròn cho bởi mỗi phương trình sau 

a) x 2 + y 2 -2x-2y-2 = Q; 

b) X + y 2 - 4x - 6? + 2 - 0 ; 

c) 2x 2 '+ 2 ỷ - 5x -4y + 1 + m 2 = 0. 

24. Viết phương trình đường tròn đi qua ba điểm M(l ; -2), N(\ ; 2), P (5 ; 2). 

25. a) Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với hai trục toạ độ và đi qua điểm 

( 2 ; 1 ). 

b) Viết phương trình dường tròn đi qua hai điểm (1 ỉ 1), (1 ; 4) và tiếp xúc 
với trục ộx~ 

26. Tim toạ đô các giao điểm của đường thẳng 



X = 1 + 2t 

y = -2 + r 


vầ đưồng tròn : (x - l) 2 + (> - 2) 2 - 16. 



27. Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn Jt 2 4- = 4 trong mỗi trường 

hợp sau 

a) Tiếp tuyến song song với đường thẳng 3 X - y + 17 = 0; 

b) Tầếp tuyến vuông gổc với đường tìiẳng X -f 2y -5 = 0; 

c) Tiếp tuyến di qua điểm (2 1 -2). 

28« Xét vị trí tương đối cùa đường thẳng ầ và đường tròn (ỹễ) sau đây 

A : 3x + y + m = 0, 

(W): X 2 + y 2 - 4x + 2ỵ + 1 =0. 

29. Tìm toạ độ các giao điểm của hai đường tròn sau dây 

) : X 2 + y 2 + 2x + 2y - 1 = 0, 

(9ề') : ỉ + y 2 - 2x + 2ỵ - 1 — 0. 



ĐƯỜNG ELIP 



Đường elip ỉà một đường quen thuộc với chúng ta và thường gặp trong 
thực tế, chẳng hạn í 

- Bóng của một đường tròn ìn trên mặt đất bằng phẳng dưới ánh sáng mật 
trời thường là một đường elip (h. 77). 



tíinh 77 


Hình 78 





lt màu vào một cốc thuỷ 
tinh hình trụ. Nếu đặt đứng cốc nước trên mặt 
bàn nằm ngang thì mặt thoáng của nước trong 
cốc là một hình tròn, giới hạn bdi một đường 
tròn. Nếu ta nghiêng cốc nước đi thì mặt 
thoáng của nước được giới hạn bởi một đường 
elíp (h. 78). 


Ị Lin 11 Lmh 





- Quỹ đạo của Trái Đất khi quay quanh Mặt Hình 79 

Trời là một đường eỉip. Các nhà thiên vãn học 

đã phát hiện ra rằng, trong hệ Mặt Trời, mỗỉ hành tinh đéu chuyển dộng 
theo một quỹ dạo là đường elip (h, 79), 



1. Định nghĩa đường elip 

w. 1 (Vẽ ổường eiip) 

Em hẳy đởng lên mặt một bảng gỗ hai chiếc đinh tại 
hai điểm f ] và F 2 (h. 80), 

Lấy một vỏng dây kín không đàn hổi, có độ dài lớn hơn 

hai lần khoảng cách F K F 2 : Quang sợ í dãy vào hai 

chiếc đình, đạt đầu bút chi vào trong vòng dây rồi cắng 
ra để vòng dây trỗ thành một tam giác, Hãy di chuyển 
đẩu bút chì sao cho dây ỉuôn luôn căng và áp sát mặt 
gỗ. Khì đố đắu bút chỉ sẽ vạch ra một đường mà ta gọi 
là đường elíp. 



Hình 80 



Trong cách vế dường eỉip ở trên, gọi vị trí dầu bút chỉ ĩà M. Khi M thay 


đổi, cố nhận xét gì về chu vi tam giác MF Ị F 2 ị và về tổng MFỊ + MF 2 ? 


ĐỊNH NGHlA 

Cho hai điểm cố định F 1 và F 2 , vớỉ F[F 2 = 2c (c > 0). 

Đường elỉp (cỏn gọi ỉà eỉip) ỉà tập hợp các điểm M sao chữ 
MF ] + MF 2 = 2a, trong đó Q ĩà số cho trước lởn hơn c. 

Hai điểm Fỵ và F 2 gọi ỉà các tiều điểm của eiip. Khoảng cách 
2 c được gọỉ là tiêu cự củã elip. 




2. Phương trình chính tắc của elip 


Cho elip (E) như trong định nghĩa trên. Ta chẹn hệ 
trục toạ độ ỡxy có gốc ỉà trung điểm cùa đoạn thẳng 

FịF 2 ' Trục ỡy là đưồng trung írực cảa FịF 2 và F 2 
nằm trên tia ỡx (h. 81). 



Với cách chọn hệ trục toạ độ như vậy, hãy cho 


biết toạ độ của hai tiêu điềm F ] và F$ý 



/lị^Giả sở điểm M{x ; y) nằm trêrì elip (£). Hãy tính MFị — MFỈ rổi sử dụng định 
nghĩa MFị + MF 2 = 2 a để tính MFị - MFj r Từ đó suy ra 

MR * a + — vặ MF 2 = ạ - —. 


Các đoạn thẳng MFị, được gọi ỉà bán kính qua tiều của điểm M. 

Bầy giờ ta lập phương trình của elip (É) đối với hệ trục toạ độ đã chọn 
như trên. 

Ta cổ 


MF[ = a + — - >j(x + c) 2 +• y 2 hay 

ã 


/ _^\2 

CJt 

đ + — 

^ a J 


= (x + c) 2 + y 2 


Rứt gọn dẳng thức trẽn ta được 


2 'ì 


1 - 


V 


ã' 


2 2 
X + y = 


2 2 . 
ữ - c hay 


a 

và đươc 


J2 2 

a - c 


= 1. Vì ữ —c >0 nên ta có thể đặt ã - c 

•h 


= b 2 (với b > 0) 


/' _ ” - % 

2 2 

Ar + = 1 (ữ>b> 0). 

ứ 2 ử 2 






Ngược lại, có thể chứng minh được rằng : Nếu điểm M có toạ độ (x ; y) 
thoả mãn (1) thì MẾ\ = ữ + — ụ MF 2 - a - — t do đó MF X + MF } = 2a f tức 

đ ứ 


là M thuộc elip (£). 

Phương trình (1) gọi là phương trình chính tắc của elíp đã cho. 



Ví dụ 1. Cho ba điểm Fĩ{-y[ị ; 0), F 2 { V5 ; 0) và ỉ(0 ; 3). 

a) Hãy viết phương trình chính tắc cảữ eìip cỏ tiêu điểm ỉà Fị,F 2 và đi qua ĩ. 

b) Khi M chạy trên eỉỉp đô t khoảng cách MF J có giẩ trị nhỏ nhất và gỉâ trị 
lớn nhất bắng baó nhiêu ? 

Giải 


2 2 

a) Elíp có phương trình chính tắc —+ Điểm /(ồ ; 3) nằm trên elip 

a L b l 

0 3 2 ,2 

đã cho nên ~r + = 1, suy ra b = 9. ìlieo giả thiết, tiêu cự của elip dó 

a 2 b l 

là2c = F|F 2 -2-,/5. Vậyc= s. Do đó a 2 = b 2 + c 2 = 9 + 5 = 14. 

2 .2 

'V SI v , X y 

Vậy elip cẩn tìm có phương trình chính tắc là -y— + í— — 1. 

4 .. ^ ^ £X ■ : 

b) Theo công thức về độ dài hán kính qua tiêu, ta có MFỵ - a 4■ —. Vì 

a 

- a < X < a nên a - — < MFị < a + — hay a - c < MFị < ổ + c. Do đó 

a a 

MFị có giá trị nhỏ nhất là a — c = V14 - \/5 khi X = - ữ và có giá trị lớn 
nhất là a -ị- c = VĨ4 + v5 khi ^ = a. 

Ví dụ 2* Viết phương trình chính tắc của elìp đi qua hai điểm Mi .0 ; 1) và 

í >/ĩ) 

N 1; . Xác định toạ độ cấc tiểu điểm của eỉip đồ. . 

2 ) 

J 1 2 

Giải. Phương trình chính tắc của elíp có dạng — 7 T + = ỉ với a > b > 0. 


» 2 b 2 




■\ 


1 ^ M 

Elìp đi qua Af(0 ; 1) nên -4r = 1 hay ế 2 = 1. Elip đố đi qua N 1; 

b 2 V 2 > 

I 3 ~ 

nên —I- + —r- - 1, suy ra a - 4. Vậy eỉip cần tìm có phương trình chính 


a 2 4b 2 


tắc là 


2 ,2 

£ + Ẹ = l, 

4 1 



Ta có c 2 ~ a 2 - b 2 =. 4 - 1 = 3. Vậy toạ độ các tiêu điểm của elip đó là 

Fị = (S ; 0) và F 2 = bề ; 0)* 


3. Ninh dạng cửa eílp 

a) Tính đếl xứng của elip 

cắc điểm sau đây có nằm trên eỉip không ? 

M x (-Xq ; y 0 ), M 2 (x 0 ; -yậ, M 3 (-Xq ; -yỷ. 

Từ đó suy ra 

Eỉip cố phương trình {ì) nhận các trục toạ độ làm các trục 
đối xống và gốc toạ độ làm tâm đối xứng . 


?3 Chỡ eĩip có phương trình (1) và một điểm M(x Q ; >’o) nầm trên eỉip , Hổi 


b) Hình chtr nhật cơ sở 


Elip với phương tĩinh chính tắc (1), cắt trục Ox tại ha! điểm A\ và A 2 , cắt 

trục Oy tại hai điểm #1 vầ B 2 . Bốn điểm đố gọi là các đĩnh cùa elip, Trục 
ỡx được gọì là trục lớn , trục Oy được gọi là trục bé (hay trục nhò)* Người 


ta cũng gọi đoạn A l A 2 là trục lớn, 

đoạn BịB 2 là trục bé, Độ dài trục 
lớn là 2ữị độ dài trục bé lầ 2h. 

Vẽ qua Aị và A 2 hai đưcmg thẳng 

song song với trục tung, vẽ qua Bị 

và B 2 hai đường thẳng song song 
với trục hoành. Bốn đường thẳng 
đó tạo thành hình chữ nhật PQRS. 
Ta gọi hình chữ nhật đó là hình 
chã nhật cơ sở của elip (h. 82), 



I 

2Ã I Nếu xét điềm M{x ; y) nằm trên eUp cố phương trình chính tắc (1) thì giá 

trị nhỏ nhốt và lớn nhất của X là bãỡ nhiêu ? Giá trị nhỏ nhất và lớn nhất 
của y là bao nhiêu ? 


Từ đó suy Ito 

Mọi điểm cửa eỉip nếu không phải ỉà đĩnh đều nằm trong hình chữ 

nhật cơ sở của nó. Bốn đỉnh của eỉip là trung điểm các cạnh của 

hình chữ nhật cơ sở, 

■ 










c) Tâm sai của eJip 


Tỉ số giữa tiêu cự và độ dài trục lớn của eiịp gọi ỉà tâm sai 

của elỉp và được kỉ hiệu là e, tức là e - — ■ 

a 


Rõ ràng là 0 < e < 1, Hơn nữa, do — - —-—— = J 1 - è 2 nên 

a a 


- Nếu tâm sai e càng bé (tức là càng gần 0) 
thì b càng gần a và hình chữ nhật cơ sở 

_ càng gần với hình vuông, do dó đường elip 

V_ Píĩ. í _ lí 

càng béo ; 

- Nếu tâm sai € càng lớn (tức ỉà càng gần 1) thì 

& 

tỉ số — cằng gẩn tới 0 và hình chữ nhật cơ sở 
a 

càng ' dẹt", do đó dường elip càng "gầy” (h, 83). 



Hình 83 


Ví dụ 3. Một đường hẩm xuyên qua núi có chiều rộng ỉà 20 m, mặt cắt 
đứng của đường hầm có dạng nửữ eỉip như hỉnh 84. Biết rằng tâm sai của 

đường ểlip lầ £ * 0,5. Hãy tìm chiều cao của đường hầm đồ. 

Giải. Gọt chiều cao của đường hầm ỉà b. 

Nửa trục lớn của elip là a - 10 m. Elip có 
nửa tiêu cự là c = ữ.e ss 5 (m). 

Chiều cao của hầm ỉà 

b - 'Ịã 2 - c 2 » VlOO-25 8,7 (rn). 

d) Elíp và phép co đường tròn 
Bài ioán. Trong mặt phẳng toạ độ, cho đường ỉrộn (W) có phương trình 



X 2 + y 2 = ặ 2 và một sốk (0 < k < 1). Vợi mồi điểm M{x I ỳ) trên 0), lẩy 
điểm M\x 3 y*) sao chox' = X vầy' = ky. Tìm tập hợp cấc điểm M \ 

Giải. Từ x‘ = x,ý = ky suy ra J K=x\y^ 4 • Điểm M thuộc đường tròn {ể) 

k 

khi và chỉ khi X 2 + y 2 — a 2 , tức là 




Người ta nói: Phép co về trục hoành theo hộ Hm 8S P|, íp c0 về m 

số k biến đường tròn m thành elip (Ềị. 1 

2 

đường trồn thành clip (E). 


Em có blếỉ ? 

■ 



Nhả thiên vân học ngưỏi Đức Kê-ple (J. Kepler) đã chứng minh rằng : Mỗi hành 
tinh trong hệ Mặt Tròi đểu chuyển động theo quỹ đạo là một đường eiip mà tâm 
Mãỉ Trởi là một tiêu điểm. 

i Tâm sai của các quỹ đạo của 8 hành tỉnh đã quen thuộc 
trong hệ Mặt Trời như saú : 

Sao Kim : e ^ 0,0068 Trát Đất: € * 0,0167 

Sao Mộc : ề s 0,0484 Sao Hải Vương : € ~ 0,0082 

Sao Thuỷ : e 0,2056 Sao Thiền Vương : e * 0,0460 

Sao Thổ: e = 0,0543 

Sao Hoẳ : € =s 0,0934. 

Johcttựị£s K.£pí€f Trọng cẩc hành tinh trên thỉ Sao Kim, Trái Đất và Sao 

(1571 - 1630) Hải Vương cố quỳ đạo gần giống đường tròn hơn. 

Ngoài ra, chúng ta cũng biết rằng Mặt Trăng quay quanh Trái Đẩt theo quỷ đạo 
là một đường etíp mà tâm Trái Đất lè một tiêu điểm. Tàm sai cùa quỹ đạc này Ìầ 
e 3S 0,0549, 



Câu hỏi và bàl tộp 

.. ., JC 2 V 2 

30. Cho elip (E) có phương trình chính tẫc --- + í— = 1. Hỏi trong cấc mệnh 

a 2 b 2 


đề sau, mệnh đề nào đứng ? 



a 2 -b 2 . 


a) Tiêu cự của (£) là 2c, trong đó c 2 = 

L 

b) (£) có độ dài trục lớn bằng 2 a, độ dài trục bé bằng 2b. 

c) (£) có tâm sai ẹ ----- 

a 

d) Toạ độ các tiêu điểm của (£) là Fj = (~c ; 0), f 2 - {c ; 0). 

e) Điểm (6 ; 0) là một đinh của (E). 


31. Tim toạ độ các tiêu điểm, các đỉnh, độ dài trục lớn, dộ dài trục bé của mỗi 
elip có phương trình sau 


J2 2 

a ) TT + . = 1 ; 

25 4 


2 '2 

b)ệ + ệ_i; 

9 4 


c) + 4y 2 = 4. 


32. Viết phương trình chính tắc của đường eỉip (£) trong mỗi trường hợp sau 
a) (£) có độ dài trục 1ỚIÌ bằng 8 và tâm sai € - ; 

7 


b) (£> có độ dài trục bé bằng 8 và tiêu cự bằng 4 ; 

/ /Ị 

c) (£) có một tiêu điểm ỉằ F(yJ3 ; 0) và đi qua điểm M\ 1; 


\ 




2 2 

33, Cho elip (£): — + - — = 1. 


9 


1 


a) Tính độ dài dây cung của (£) đi qua một tiêu điểm và vuông góc với ưục 
tiêu (đoạn thẳng nối hai điểm của eỉip gọi là dây cung của elip, trục chứa 
các tiêu điổm gọi là trục tỉèu của elíp). 

b) Tìm trên (£) điểm M sao cho MF\ = 2A/£ 2 » trong dó Fị, ề -2 lần lượt là 
các tiêu điểm của (£) nằm bên trái và bên phải trục tung. 

34, Vệ tinh nhân tạo đẩu tièn được Liên Xô (cũ) phóng từ Trái Đất năm 1957. 
Quỹ đạo của vệ tinh đố là một đường elip nhận tâm của Trái Đất là một 
tiêu điểm. Người ta đo được vệ tinh cách bề mặt Trái Dất gần nhất là 
583 dặm và xa nhất là 1342 dậm (1 dặm se 1,609 km>. Tỉm tâm sai của quỹ 
đạo đó biết bán kỉnh cùa Trái Đất xấp xi 4000 dặm. 

35. Trong mặt phầng toạ độ ỡxy, cho điểm A chạy trên trục ởx, điểm B chạy 
trận trục Oy nhưng độ dài đoạn AB bằng a không đổi. Tìm tập hợp các 

điểm M thuôc đoan AB sao cho MB — 2MA, 



ĐƯỜNG HYPEBOL 




Đường hypebol cũng ià một đường quen thuộc đối với chúng ta, chẳng hạn 

_ . 7 i * 

- Đó thị của hàm số y - — !à một đường hypébol (h. 86a); 

X 

—Quan sát vùng sáng hắt lên bức tường từ một đèn bàn ; vùng sáng này 
có hai mảng, mỗi mảng được giới hạn bài một phần của một ểữờng 
hypepol (h. 86b). 




Hình 86 



1. Định nghĩa đường hypepol 


ĐỊNH NGHĨA 

cho hai điểm cố định Fj_, F 2 có 

khoắng cách FịF 2 -2 c (c> 0). Đường 
hypeboỉ {còn gội là hypeboí) ỉà tập hợp 

câc điểm M sao cho ỈMFị — MFj = 2a, 

trong đó a là số dương cho trước nhỏ 
hơn c (h. 87). 



Hình 87 


Hai điểm Fị, F -1 gọi là cắc tiêu điếm 

cửa hypcboỉ, Khoảng cách FịF 2 = 2 c gọi ỉà tiêu cự cua hypéhol 


1 


C6 thể vẽ hypebol như sau (h. 88): Lấy một thước thẳng có mép AB và một sợì dây 
không đồn hoi có chiều dài l nhỏ hơn chiểu dải AB cùa thước và ỉ > AB - FịF 2 - Đóng 
hai chiếc đinh lên mặt một bảng gồ tại F[, F 2 - Đính một đầu dây vào điểm Ả và đầu 

dây kia vàỡ F 2 . Đặt thước sao cho điểm B trùng với F] vè lấy đầu bút chì ti sát sợi 

dây vào thước thẳng sao cho sợì dây luôn bì căng rồi cho thước quay quanh Fj, mép 

thước luôn ốp sát mật gỗ. Khi đó, đầu bút chi c sẽ vạch nên một đường cong. Ta sẽ 
chúng tỏ đường cong đó là một phần của đường hypeboi. Thật vậy, ta có 

CFj -CF 2 =(CF t +CA) - (CF 2 + CA)=AB-ỉ không đổi. 


Hình 8 8 

2. Phương trình chính tắc của hypeho 

Cho hypebol (tỉ) như trong định nghĩa trên. 

Ta chọn hệ trục toạ độ Oxy có gốc ỉà trung 

điểm của đoạn thằng F l F 2 , trục Oy là dường 
trưng tnic của F]f 7 2 và F 2 nằm trên tia Ox. 

Khi đó Fị m (-c ; 0), F 2 = (c ; 0) (h. 89). 

Hỉnh 89 

1 

Gìả sử điểm M(x ; y) nằm trên hypebol (ti). Hãy tính biểu thức MFỵ - MFỈ và sử 
dụng giả thiết AfFj - MF 2 1 = 2ũ để suy ra 

MF\ = a + — và MF 2 = <*-—■ 

'ơi ũ 

Các đoạn thẳng Mf[. MF 2 được gọi là bán kính qua tiêu cùa điểm M. 






Bây giờ ta sẽ lập phương trình của hypebol (H) đối với hệ toạ đô dã chọn. 
Ta có 


MFị -- Ậx + c) 2 + ỵ 2 = a + — hay {x + c) 2 + y 2 

a 



Rut gọĩằ dẳng thức trên ta đứợc 




4 —^—— = 1. Chú ý rằng — c 2 < 0 nên ta có thể đặt ữ r — c 2 = — b 2 
a 2 a 2 -c 2 

hay D = C Ằ - a (với b > 0), và ta được 



Ngược lại, cố thể chứng minh được rằng : Nếu điểm M có toạ đọ (x; ỳ) thoả 

mãn ( 1) thj MFị = a + — , MF 2 = a - — và do đó ỈMF 1 - MF 2 = 2 ữ, tức 

a a 

là M thuộc hypebol (//). 

Phương trình (1) được gọi là phương trinh chính tắc của hypebol. 


3. Hình dạng của hypebữl 

/\từ phương trình chính tắc (1) của hypebol, hẩy giải thích vì sao nó có các tính 
chất sau 

a) Gôc toạ độ o là tâm đối xúhg của hypebol. Ox t Oy là hai trục đổi xứng cùa hypeboí. 

b) Hypebol Gắt ỉrực ỡx tại hai điểm và không Gắt trục ỡy. 

Ngoài ra, đối với hypeboỉ có phương trình chính tốc ((), ta còn có các 
khái niệm sau đây 

• Trục Ox (chứa hai tiêu điểm) gọi là trục thực , trục ỡy gọi là trục ào của 
hypebol. Haí giao điểm của hypebot với trục Gx gọi ỉà hữi đỉnh của hypebol, 
Người ta cũng gọi đoạn thẳng nối hai đĩnh của hỵpeboỉ là trục thực. Khoảng 
cách 2ữ giữa hai đỉnh gọì là độ đài trục thực, 2b gọi là độ dài trục ẩữ. 



• Hypeboi gổm hai phần nằm hai bên trục ảo, mỗi pbầĩì gọi ỉà một nhánh 
của hypeboL 

* Ta cũng gọi, giống như với elip, tl số giữa tiêu cự và độ đài trục thực là 
tím sai của hypebol, kí hiệu là e, tức là - = e, Chú ý rằng ta luôn có e > 1. 

ữ 


Ví dụ. Cho hypeboí (H) : 


9 4 

Xấc định ioạ độ các đinh, các tiêu điểm và tính ĩâm sai , độ dài trục thực , 
độ dài trục ảo của (//). 

GiẩL Hypeboỉ ựĩ) có ệ 2 - 9, b 2 = 4 nên ứ = 3, b = 2, c 2 = a + ứ° = 13, 
<7« VĨ3 Vậy hypebol (//) cớ các tiêu điểm Fị = (-\® ; 0), F 2 =(4ĨĨ ; 0) ; 

cốc đỉnh — (-3 ; 0),' A 2 - (3 ; 0) ; tâm sai c - —; độ dài trục thực 

rt| É É 


2a = 6; độ dồi trục ảo 2 b = 4, 

• Hình chữ nhật tạo bởi các đường thẳng x = ± a, 

y = ±b gọi là kềnh chữ nhật cơ sẻ của hypebol 
có phương trình (1) (h. 90). Hai đường thẳng 
chứa hai đường chéo của hình chữ nhật cơ sở gọí 
là hai đường tiệm cận cùa hypebol. Phương trình 
hai đường tiệm cận đó là 

„ ,ị v 

y=±~x Ị 

a 



Hỉnh 90 



3 

Cho hypebol ( H ) : 




n 

= 1. Lấy điểm M(x q : yọ) ỉrên (H) với XQ >0, > 0. 


Chứng tỏ rằng khoảng cách từ M đốn đưỏng tiệm cận y = ị bằng 
Nhận xét gì vể khoảng cách đỗ khi Xộ tăng dẩn ? 


4 

~j5(x 0 + 2yg) 


Như vậy, khi điểm M tiên hypebol càng xa gốc toạ độ thì khoảng cách từ 
điểm đó dến một trong hai đường tiệm cận càng nhò đi, điều đó cũng có 
nghĩa là điểm M ngày càng gần sát đường tiệm cận đó (điều này giải thích 
ý nghĩa của từ ”tiộm cận ’). 





Em có biểí ? 



Hai đường tròn không đổng tâm {ở ; R) và (O' ; ỈT) cố điểm chung M thì hiển nhiền 
ÌMỠ- Mỡ' I = \r - R’l nên khi giữ o, O' cố định và cho R, R' thay đổi sao cho 

I R - R\ = 2a không đổi (ỡ > 0) thì các giao điểm Af cùng nằm trèn một hypebol 1/ớỉ 
tiêu điểm là o và o 

Hình 91 minh hoạ nhỡng hypebol như thế vớí các giá trị khác nhau của ữ. 



Hình 91 


Côu hỏi và bâỉ tộp 

'22 

36, Cho hypebol (//) cố phương trình chính tắc -T- - = 1. Hòi trong các 

■= '2 t2 

ũ p 

mệnh đề sau, mệnh để nào đúng ? 

a) Tiêu cự của (H) là 2c, trong đó c 2 = a 4 b 2 . . 

b) (//) có đô đài trục thực bằng 2ớ, độ dài trục ảo bằng 2 b. 

c) Phương trình hai dường tiệm cận của (H) là y - ±^x . 

b 

d) Tâm sai của (H) lã € ~ — > ỉ. 



Tìm toạ đô các tiêu điểm, các đỉnh ; độ dài trục thực, trực ảo và phương 
trình các đường tiệm cận của mỏi hypebol cớ phupng trình sau 

a) T"T = 1: b) T~ỉ = l ’ c >* 2 -^ 2 = 9 - 


38» Cho đường tròn Ợễ) tâm Fỵ, bán kính R và một điểm ồ ngoài (W). 

Chứng minh Tằng tập hợp tâm các đường tròn đi qua F 2 , tiếp xức với là 
một dường hypebol. Viết phương trình chính tắc của hypebol đó. 

39» Viết phương trình chính tắc của hypebol (H) trong mỗí trường hợp sau 

a) ( H) có một tiêu diểm là (5 ; 0) và độ dài trục thực bẳng 8 ; 


b) (H) cớ tiêu cự bằng 2v ? 3 V một dường tiệm cận là y - 



ử 

i 


c) (//) có tâm sai € = \fs và dí qua điểm (\/l0; 6j. 


40. Chứng minh rằng tích các khoảng cách từ một điểm bất kì thuộc hypebol 
đến hai đường tiệm cận của nó là một số không dổi. 

41. Trong mặt phẳng toạ độ cho haĩ điểm F ỉ (—Ự2; “ v2) vầ \'2). 


Chứng minh rằng vớí mỗi điểm M{x 
đều có 


}’) nằm trên đổ thi hàm số y = —, ta 

X 



Từ đó suy ra MFị — MF 2 = 2 V 2 . 




ĐƯỜNG PARABOL 


Trong thực tế ta cũng thường gập dường parabol, chẳng hạn : 

- Đổ thị của hàm số ỵ =ax 2 + bx + c (vớiM* 0) là một đường parabol; 

- Các tia nước phun ra tờ vòi phun nước (thưòng gặp ở các vườn hoa hay 
khi tưới cây) là những đường paraboỉ; 

- Đường đi của viên đạn đại bác là một đường parabol. 


1. Định nghía đường paraboỉ 


Cho mật điểm F cố định và một đường 
thẳng A cố định không đi qua F Tập hợp 
các điểm M cách đểu F và A. được gọi ỉà 

ẫường parũbữl (hay paraboi) (h. 92). 

Điểm F được gọi ìà tiều điểm của paraboL 

Dường thẳng A được gọi ĩà đường chuẩn 
của paraboỉ. 
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Khoảng cách từ F đến A được gọi ỉà tham sếtiều của parabỡL 


Ta cô thể vẽ parabol vdi tiêu điểm F 
vả đường chuẩn A như sau (h. 93) : 

Lấy một ỗke ÁBC (vuông d A) và một 
đoạn dây không đàn hổi, cớ độ dài 
bằng AB. Đính một đầu dây vào điểm 
F, đầu kia vảo đỉnh B của êke. Đặỉ 

ẽke sao cho cạnh AC nằm trên ủ, lấy 
đầu bút chì ép sát sdi dây vào cạnh 
ÁB và gĩữ cỗng sợi dằy rổi cho cạnh 

AC của êke trượt trên A. Khí đó đểu 
M của bút chì sẽ vạch nên một phẩn 

của parabol (vì ta luôn có MF = MA). 
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2 . Phưdng trình chính tắc của paraboỉ 

Cho parabol với tiêu điểm F và đường chuẩn A, 

Kẻ FP vuông góc với A (p e A). Đặt FP - p (tham 
số tiêu). Ta chọn hệ trục toạ độ ỡxy sao cho ỡ là 
trung điểm của FP và điểm F nằm trên tia ỡx (Ịk 94). 


Như vậy ta có F " 


trinh của đưòrng thẳng A là X + ■— = 0 . Điểm M(x ; y) 

^2ệ 


^ p ^ 

—; 0 

, p = 

f p x j 

V2 ' J 


1 2 ) 


M(x ; ỳ) 
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nàm trên parabol đẫ cho khi và chỉ khi khoảng cách MF bằng khoảng cách 
từ M tới A, tức là 




X + Ế. 

2 

Bình phương hai vế của đẳng thức đó rổi rút gọn , ta được 

(1) 

Phương trinh (1) gọi là phương trinh chính tắc của parabol. 

Ấ TỪ phương trìnti chính tắc của parabol, hây chứng tỏ những tính chất sau đây 
của parabol 

a) Parabol nằm về bên phải của trục tung, 
b) ỡx !à trục đối xứng cùa paraboL 

c) Parabol cắt'trực Ox tạỉ điểm o và đó cũng là điểm duy nhất'của Oy thuộc 
paraboL Gổc toạ độ o được gợi là ổỉtth của paraboL 




Ví dụ. Viêìphương trình chính tấc của paraboỉ đi qua điểm M(2 ; 5). 

2 

Giải. Phương trình chính tắc của parabol có dạng y = 2px. Thay toạ đọ cua 

25 

M vào phương trình ta đươc 25 = 2.p.2, suy ra p Từ đó ta được 


. 2 25 

phương trình chính tắc của parabol đâ cho là y - ~z~ x - 

2 


CHỦ Ý 


ở mổn Đại số, chúng ta đã gọi dồ thị của hàm số bậc hai 

2 

y - ax +bx + c 

là một đường paraboL 


Scr đĩ ta gọi như thế vì dồ thị đó cũng thoả tnãn 
định nghĩa của đường parabol mà ta vừa trình 
bầy ồ trên. 


Chẳng hạn, đổ thị hàm số ỵ = ax (a * 0) là 

j[ n 

parabol có tiêu điểm F 0; và đường 

V 4 aj 


chuẩn d có phương trình y + = 0 (h. 95)* 

4 a 
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Câu hỏi vố bâì tập 


42. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

a) y = -2x là phương trình chính tấc của pàraboh 

b) y = X là phương trình chính tắc của parãbol. 

c) Paraboi ( p ) : y 2 = 2x có tiêu điểm F(0,5 ; 0) và có đường chuẩn 
A : X + 0,5 - 0. 

d) Parabol y 2 = 2px (p > 0) có tiêu điểm F(p ; 0) và cố dường chuẩn 

A : X + p = 0. 

43. Viết phương trình chính tấc của parabol (P) trong mỗi trường hợp sau 

a) (P) cỏ tiêu điểm F (3 0); 

b) (P) đi qua điểm Af(ỉ ; -1); 

c) (P) có tham số tiêu là p ■-= “■. 

o 

44. Cho parabol y = 2 px. Tìm độ dài dây cung cua parabol vuông góc vơi trục 
đối xứng tại tiêu đỉổm của parabol (dây cung cua parabol là đoạn thẳng nốỉ 
hai điểm của parabol). 

45. Cho dây cung AB đi qua tiêu điểm của paraboỉ i[P), Ghớng minh rằng 
khoảng cách từ trung điểm / của dây AB dến dường chuẩn của (P) bằng 

. Từ đó có nhận xét gì về dưòng tròn đường kính AB ? 

46. Trong mặt phẳng toạ độ Oxỵ cho điểm F( 1 ; -2). Tìm hệ thức giữa X, ỵ-đề 
điểm M(x ; y) cách đều điểm F và trục hoành. 



BA ĐƯỜNG CÔNIC 


Không phối chỉ parabol mới có đường chuẩn, dưới đây chứng la sẽ thấy rằng 
elip và hypebol cũng có đường chuẩn. Tương tự định nghĩa của parabol, ta 
cũng có thể định nghĩa elỉp và hypebol dựa vào đường chuẩn và tiêu điểm 
của chúng. 


I.oưềng chuẩn của elỉp 


2 2 

^ ^ ỵ y 

Cho eỉip có phương trình chính tắc —— + 

a 2 b 2 

thẳng Ai : X + — - 0 gọi là đường chuẩn 

e 

của elip, ứng với tiêu điểm c ; 0); 


Đường thẳng ầ 2 : X - — - 0 gọi iầ 

e 

đường chuẩn của elíp, ứng vứi tiêu điểm 
F 2 (c ; 0) (h. 96). 

Tính chất 


- 1 (ữ > b > 0). Khi đó đường. 


Vớỉ mọi điểm M của eỉip, ỉa luôn cô 


MR 


ị __ 


MF 


d{M\A x ) d(M ; Ầ 2 ) 


= € 


(em ì). 


Chứng minh 

Với M(x ; y) thuộc elip, ta có 

c 

MFị - ữ + —X = a + eX và d(M ; Aị ) = 

a 


a 

X + — 

e 


a + ex 



a + ex 


.. MFị 

Suy ra _ ~ €. 

d(M\ Áj) 

_ , , _ „ Mầ 

Chứng minh tương tự ta cõng có ■ - - € 

d(M ; A 2 ) 


2 . Đưởng chuẩn của hypebol 

Ta cũng định nghĩa đường chuẩn cảũ hypebỡl 
tương tự như đối với elip (h. 97). Oio hypebol 

2 2 

(H) có phương trình ~ ~2 = ^‘ 

a L b 

thẳng Aị : JC + — . = 0 và Ạ 2 : X - — - 0 gọi ià 

€ e 
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các ẫựờìỉg chuẩn của (H) lần lượt ứng với các tiên điểm Fỵị- c ; 0) và 
F 2 (c ; 0). 

Ta cũng đễ dàng chứng minh được tính chất sau 


Với mọi điểm M nằm trên ( H X ta luôn có 

MFị _ MF 2 


d(M ; Aị ) d(M; A 2 ) 


= ẹ <*>1). 


\ _ / 

Từ những kết quả trẽn, ta nhận thấy rằng ba đường elip, hypeboỊ paraboỉ 
đều có thể được định nghĩa dựa trên tiêu điểm và đương chuẩn. Ba đường 
đó có tên chung là đường cônic. 


3. Định nghĩa đường cồnic 


Chớ điểm F cố định và đường thẳng À cốẩịnh không đi qua F. 


Tập hợp cốc điểm M sao cho tỉ số 


MF 


bằng một số 


d{M\ À) 

đương e cho trước được gọi là đường cônỉc. 

Điểm F gội là tiêu điềm, A gọi là đường chuẩn và e gọi iả 
tâm sai của đường cởnic . 

ừ định nghĩa trẽn, kết hợp với tính chất của elỉp, parabol, hypebol, ta có 

Eĩỉp ịà đường cônỉc có tâm sai € < 1 ; 

Parabỡỉ là đường cởnỉc cổ tâm sai e = 1 ; 

Hypeboỉ ỉà đường cônic có tâm sai e > 1. 


Câu hỏi vâ bãi tộp 


47. Xác đĩnh tiêu điểm và đường chuẩn cỏa các đường cônic sau 



48. Cho đường thẳng ầ : X + y - 1=0 và điểm F(1 ; 1). Viết phương trình của 

đường cônĩc nhận F là tiêu điểm và A íà đường chuẩn trong mỗi trường hợp 
sau đây 


c) Tâm sai e — - 7 ?. 

V2 


a) Tâm sai e = 1 ; 


b) Tâm sai € ~ y/2 ; 


ÔN TÂP CHƯƠNG ĩĩì 


I - Tóm tát những kiến thức cẩn nhỡ 


I. Các định nghĩa 

a) n là một vectơ pháp tuyến của đường thẳng á nếu H ^ 0 và giá cùa H 
vuông góc với A. 

ũ là vectơ chỉ phương của đường thẳng A nếu ũ & 0 và giá của ũ song 
song hoặc trùng với A. 

b) Eiip ; Tập các điểm M thoả mãn MFị+ MF 2 = 2 a (Fịf 2 " 2c, 0 < c < ã). 
Hypebol ; Tậpcẩcđiềm M thoả mãn I MFị-MF 2 I = 2 ã(F ịF 2 -2c,oa> 0). 
Parabol : Tập các điểm M thoả mãn MF - ă{M ; A) c d(F ; A) = p > 0)* 


' Dường cônìc : Tập các điểm M thoả mãn — -- N e > 0. 

đ(M\ A) 

Nếu e < 1 ỉhì đường cônic là eíip. 

Nếu e = ỉ thì dường cônic lầ parabol. 

Nếu ẹ > 1 thì đường cồnic là hypebol. 

2. Phương trinh các đường 

a) Phương trình đường thẳng 
- Dạng tổng quát 

ax+by + c = 0 (a 2 + b l * 0), n(a ; b) lầ một vectơ pháp tuyến. 


- Dạng tham &6 


X = 'XQ+at 

y = y 0 + bỉ 


(a 2 + b z * 0), 


- Dạng chính tắc 

^0 = ZsJ0 (a *0,b*o) 

ứ b 

Ở dạng.tham số và dạng ctỉính tắc, đường thẳng đi qua điểm ự 0 ; y Q ) và 
có vectơ chỉ phương ũ ~ {0 ; &)• 



b) Phương trình đường tràn 

- Đường tròn tầm Ỉ(X(Ị ; Vo), bán kính R có phương tĩình 

(x - X Q Ý + (y-y 0 ) 2 = $ 2 

- Phương trình X + y 2 + 2ar + 2 by + c — 0, với a 2 + b - € > 0, là phương 
trình đường tròn có tâm / (- ữ ; - b) và bán kính R = vơ 2 + ứ' -c; 

c) Phương trình chính tắc. của ba đường cônỉc vẳ các yếu tố liền quan 

2 2 

- Eỉip : = 1 (a > b > 0), c 2 = a 2 - b 2 . Các tiêu điểm Fị(-c ; 0), 

a 2 b 2 

Phic ; 0) ; trục lớn 2a, trục bé 2 b ; tâm sai e - — < 1, đường chuẩn X = ±“- 

ữ € 

2 2 

“ Hypebol : -ĩ^r -Kr = 1 (a > 0, b > 0), c 2 = a 2 + b 2 Cấc tiêu điểm 

a 2 b 2 

F](-C'; 0), ; 0) ; trục thợc 2ư, trục ảo 2è ; tâm sai € — — > 1, đương 

ứ 

ữ & 

chuẩn X = ±—, tiệm cận 3? = ±—Jt. 

Ể ‘ ‘ ơ 

- _ _ J Đ \ 

- Parabol : 3 ? = 2px ịp > 0). Tiêu điểm F ^; 0 , tâm sai e = l f đường 

\2 J 

chuẩn X = 

2 


3. Khoảng cách và gổc 

a) Khoảng cách từ điểm M(xq ; )ỉ 0 ) đến dường thẳng A : ax + by + c = 0 là 

*Mjă>=Ị%|Siíấ 

te+b 2 

b) Đường thẳng A : ax + by Ỷ c = 0 tiếp xúc với dường tròn Ệ ; R) khi và 
chỉ khi 

dự ; A ) = R. 

c) Góc giữa hai đường thẳng 

Aị : UịX + bịy + Cị = 0 , 


A 2 : 02X + b^y + C'2 = 0 



dược xác định bời 


cos(A|, A 2 ) = 


ịãị02 + bịb^ 


\jaị + bị . ị 


áị+tíị 


II - Câu hỏi tự kiểm tra 


1. Cho biết toạ dộ của hai điểm A và B, Làm thế nào để 

a) Viết phương trình đường thẳng đi qua A, B ? 

b) Viết phương trình đưdĩỉg thẳng đi qua điểm ct*b I yo) và vuông góc 
với AB ? 


c) Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn ( X - XQỸ + (y - y 0 ) 2 = /r, 
biết tiếp tuyến đó song song với ÁB ? 

2* Cho biết toạ độ ba đỉnh của một tam giác. Làm thế nào để 

a) Tìm toạ độ tâm và tính bán kính cùa đường tròn ngoại tiếp tam giác ? 

b) Tìm toạ đô trực tâm tam giác ? 

c) Tìm toạ độ tâm đường tròn nội tiếp tam giác ? 

1 , 

3. Hãy chỉ ra một vectơ pháp tuyến và một vectơ chỉ phương của đường thẳng 
A nếu A cố phương trình như sau 

J 

a) ơx + by + c = 0 (a 2 + b 2 3* 0) ; 


/ 





X - Xộ + at 

y = y ữ + bt 


(íT + b 2 * 0) ĩ 


, X - a y - b 

c) —— = —- (m * 0, n & 0). 

Ì7Ĩ n 

4. Làm thế nào để chứng minh hai đường thẳng vuông góc với nhau hoặc 
song song với nhau, nếu biết phương trình của chúng ? 

5. Có thể viết phương trình của một dường tròn khi biết những điều kiện nào 
(nêu một số trường hợp jihường gặp) ? 

6. Có thể viết phương trình chính tắc cùa elìp, hypebol, parabol khi biết 
những điểu kiện nào (nêu một sđ trường hợp thường gặp) ? 



7, Cho phương trình 


ax 2 + hy 2 = 1. (1) 

a) Với đìềiỉ kiện nào của a và h thì (1) là phương trình của một đường tròn ? 

b) Với điều kiện nào của a và 6 thì (1) là phương trình chính tắc của elip ? 
Cùa hypeboỉ ? 

IN - Bài ỉập 

1. Xét vị trí tương dối của các đường thẳng A] và A 2 trong mỗi trường hợp sau 


a) Aị : 3x - 2y + 1 - 0 

và 

A 2 : 2x + 3y ~ 5 = 0 ; 

[x = 4 + 2r 

b)A í: 

[y = -1 +1 

và 

1 

!í 

A 2 : 

l.y = 5 - 2f' ; 

[x - 3 + 4r 

c) A| : 

U = -2-5f 

và 

A 2 : 5x + 4y - 7 - 0. 


2. Cho đường thẳng À : 3x - Ay + 2-0, 

a) Viết phương trình của A dưới dạng tham số. 

b) Viết phương trình của A dưới dạng phương trình theo doạn chắn. 

c) Tính khoảng cách từ mỗi điểm M(3 ; 5); N(-4 ; 0), P( 2 ; I) tới A và xét 
xem đường thẳng À cắt cạnh nào của tam giác MNP. 

d) Tính các góc hợp bởi A và mỗi trục ĩoạ độ. 

3. Cho đường thẳng <i:x-y + 2 = 0và điểm A{ 2 ; 0). 

a) Với điều kiện nào của X và y thì điểm Af(x; 3 /) thuộc nửa mặt phẳng có 
bờ ỉà ả và chứa gốc toạ độ o ? Chứng minh điểm A nằm trong nửa mặt 
phảng đó. 

b) Tìm điểm đối xứng với điểm o qua đường thẳng d. 

c) Tìm điểm M ưêo d sao cho chu vi tam giác OMA nhỏ nhất. 

4. Cho đường thẳng A:ax + hy+c~0và điểm /(Jtộ ; y (í ). Viết phương trinh 
đường thẳng A T ị đối xứng với đường thẳng A qua h 

5. Một hình bình hành có hai cạnh nằm trên hai đường thẳng X + 3y - 6 = 0 
và 2x - 5y - 1 - 0 . Biết hình bình hành đó có tâm đối xứng là /(3 ; 5 ). Hãy 
viết phương trình hai cạnh còn lại của hình bình hành đó. 



ố. Cho phượng trình 


X 2 + ỳ 2 + mx- 2(m + l)y + 1 = 0. (1) 

a) Với giá trị nào của m thì (1) lằ phương trình đường ưòn ? 

b) Tìm tập hợp tâm của các đường tròn nói ở câu a). 

7. a) Biết dường ưòn fể) có phương trình X 4 - y 2 + 2ax + 2 by + c = 0. Chứng 
minh rằng phương tích cùa điểm M(xq ; 3 ?q) đối với đường trồn {$>) bằng 

*ồ + } f ồ + 2ox 0 + 2by ữ + c 

b) Chứng minh rằng nếu hai đường trồn khổng đổng tâm thì tập hợp các 
điểm có cùng phương tích đối với hai đường tròn là một đường thằng (gọi 
là trục đẵng phương của hai đường tròn). 

2 2 * 

8. Cho hai đương tròn có phương trình X + y 4 2ữịX + 2bỹy + = 0 và 

X + y + 2a^x + 2b?y -ỉ- C 2 — 0, Gỉ ả sử chúng cắt nhau ờ hai điểm My N. 
Viết phương trình đường thẳng MN. 

9. Cho đường tròn ($): X 2 + ỵ 2 p 4 và điểm Ả{-2 ; 3). 

a) Viết phương trình các tiếp tuyến của ($) kẻ từ A. 

b) Tính các khoảng cách từ Á đến hai tiếp, điểm của hai tiếp tuyến nói ở 
câu a) và khoảng cách giữa hai tiếp điểm đó. 

16. Cho elip (£): y + 4 u 1 và hypebol (tf); 4 - = 1 . 

a) Tìm toạ độ các tiêu điểm của (£) và (Hị . 

b) Vẽ phác elip (£) và hypebol (//) trong còng một hệ trục toạ độ. 

c) Tìm toạ đồ các giaọ đỉểm cùa (£) và (H), 

2 2 

11. Cho đường thẳng A ■ 2x - y - m - 0 và elip (£): — 4 4 = 1 • 

a) Với giá trị nào của m thì A cắt (£) tai hai điểm phấn biệt ?! 

b) Với giá trị nào của m thl A cắt (£) tại một điểm duy nhất ? 

2 2 

12. Cho elip (E): 4- + 44 = 1. 

25 9 

a) Xác định toạ độ hai tiêu điểm và các đỉnh của (£). 

ị) Viết phương trình chính tắc của hypebol (H) nhận các tiêu điểm của (£) 
làm đinh và có hai tiêu điểm là hai đỉnh của elip (£). 



c) Vẽ phác elip (E) và hypeboì (//) nói ở câu h) trong cùng một hệ Hục 
toạ độ, 

d) Viết phương trình của đường tròn đi qua các giao dỉểm của hai đưòng 
côníc nói trên. 

13. Cho parabol (P) i y 2 = 2 px. Với mỗi điểm M trên (P) (M khác ỡ) t gọi M'là 
hình chiếu của M ưên Oy và / là trung điểm của đoạn OM\ Chứng minh 
ràng đường thẳng ỈM cắt paraboỉ đã cho tại một điểm duy nhất. 

14* Cho parabol (P) : y 2 = ^-x ’ Gọi M t N là hai điểm di động trên (P) sao cho 

2 

OM _L ON {M, N không trùng với O). Chứng minh rằng đường thẳng MJV 
luôn đi qua một đỉểm cố định.. 

IV - Bài tập írắc nghiệm 

1. Đường thẳng 2x f y - 1 = 0 có vectơ pháp tuyến là vectơ nào ? 

r 

(A) H = (2 ;-1); (B) 


2 


(C) n = (2 ; 1); 


(D) n = (-1 ; %ị 


Đường trung trực của đoạn thẳng AB với A — (-3 ; 2), B = (—3; 3) có vectư 
pháp tuyến ỉà vectơ nào ? 

(A)n=(6;5); . (B) H = (0 ; 1); 

(C) n = (-3 ; 5); . (D) « = (”1 ; 0). 

Phương trình nào ỉà phương trình tham số của đường thẳng-A' - ỹ + 3 = 0 ? 
ịx = t _ íx = 3 


(A) 


(C) 


y - 3 + t ; 

X - 2 + ỉ 

1 = 1 +/; 

- -ũ 


(B) 


(D) 


y = t\ 

X = I 

^ = 3 --í. 


4, Vectơ nào là vectơ pháp tuyến cùa dường thảng có phương trình ■< 

T 

I 

(A) n = (2 ; -1); (B) n = (-1 ; 2); 

(Q Íí = (1 ;-2); (D)«=(l ';2). 

5* Đưcmg thẳng nào không cắt dưòng thẳng 2x + 3y - 1 = 0 ? 


= -l + 2t 
= 3 -ĩ 


(À) 2x + 3y + 1=0; 
(C) 2 a - 3y + 3 = 0; 


(B) Jt - 2y + 5 = 0 ; 
(D) 4jc - 6y - 2 = Q 



6. 


8 . 


9. 


Đường thảng nào song song với đường thẳng X - 3y + 4 = 0 ? 

* = 1 + / /m ÍJf = l-í 

> = 2 + 3/; (B) 


(A) 


(C) 


X = 1 - 3f 
V - 2 + / ; 


(D) 


JỊ| 

7* Đường tháng nào song song với dưòng thẳng 


(A) 


X = 


y = 


5 + r 

ẵ/s 


(B) 


ÍC) 


X- = 5 - 2/ 

Ly = '; 


(D) 


V = 2 + 3/; 

X = 1 “ 3/ 

4 = 2-/. 

4 = 3-/ 

> = -1 + 2 /? 

% = 5 + ĩ 
y = -2/1 
X = 5 + 4í 

4 = 2/, 


Đường thẳng nào vuông góc với đường thảng 4x - 3y +1 = 0 ? 

<*> ệii* 


<o t: í- 3, ì <D ’ f: 

Đường thẳng nào vưông góc với đường thẳng \ x = 

b = 

(Á) 2x + > +1 = 0 ; (B) X + 2) 


8 / 

- 3 + /, 

-1 + / 

-1 + 2 í ? 


(C) 4x - 2> + 1 = 0 ; 


(B)x+ 2> +1 = 0 ; 

X + 1 > + 1 


(D) 


1 


10. Khoảng cách từ điểm 0(0 ; 0) đến đường thẳng 4x - 3> -5 = 0 bằng 
bao nhiêu ? 

(A) 0 ; (B) 1; 

(0-5; (D) ì. 

1 ^ 

11. Phương trình nào là phương trình cùa đưdng tròn có tâm / (-3 ; 4) và bán 
kính R = 2 ? 

(A) (X + 3) 2 + ty - 4) 2 - 4 = 0 ; (B) (x - 3) 2 + <y - 4) 2 = 4 ; 

(C). (jc + 3) 2 + (y + 4) 2 = 4 ; (D) (X + 3) 2 + 0- - 4) 2 = 2. 

12. Phương trình X + y - 2* + 4v + 1 = 0 ìà phương trình của đường tròn nào ? 

(A) Đường tròn có tâm (—1 ; 2). bẩn kính R = 1 ; 

(B) Đưdng tròn có tằm (1 ; -2), bán kính R - 2 ; 



(C) Đường tròn có tâm (2; -4), bấn kính R = 2 ; 

(D) Đường tròn có tâm (1 ị -2), bán kính R — 1. 

2 2 

13. Cặp điểm nào là các tiêu điểm của elip (£) : — + — 


n 1 ? 


5 


(À)F U -(±1;0); 

(C) F ỉị2 = (0 ; ± 1); 


(B)F U2 =(±3;0); 
(D)F ư = (l;±2). 


2 2 

14. Elỉp (£): — 


4 


= 1 có tâm sai bằng bao nhiêu ? 


w ‘-2 ; 


(B) e = - 


ề 


(D)í = 




1S. 


Cbo elip có các tiêu điểm /^(—3 ; 0), ^2(3 ; 0) và đi qua A(-5 ; 0). 
M{X ; 3 ?) thuôc eiip đã cho có các bán kính qua tiêu là bao nhiêu ■? 


Điểm 


(Á) MFị = 5 + ỉ X , MFị = 5 - ^ Ằ' ; 

3 5 

(B) MFị = S+jX, MF Z = 5-Ìsk ; 

(C) AfF, = 3 + 5x, MF = -3 - 5* ; 

(D) MFị =5+4x, MF 2 = 5 - 4x. 


16. Elip (£): C + y 


J + “ = 1, với p > q > 0» có tiêu cự ỉà bao nhiêu ? 

/7 


(A)p+ q ; 
(C)p - ạ; 


(B) p 2 - q ; 


(D)2 


rp 2 

VP - <? * 


2 2 

Phương trình —— - ^r- = J là phương trình chính tắc của đường nào ? 

a 2 .# 

(A) Elip với trục lớn bằng 2ứ, trục bế bằng 2 b ; 

(B) Hypebol với trục lổn bằng 2 a, f trục bé bằng 2 b ; 

(C) Hypaboỉ với trục hoành bằng 2 a, trục tung bằng 2 b ; 

(Đ) Hypebol với trục thực bằng 2ứ, trục ảo bằng 2 h. 

■ 



18. Cặp điểm nào là các liêu điểm của hypebol 


-1 ? 


(A) (±4;0); 


9 5 

(B) (± Vũ ; 0); 
(D) (0; ± VĨ4). 


19. 


(Q (± 2 ; 0); (D) (0 ; + Vl4: 

Cặp đường thẳng nào là các đường tiệm cận của hypeboi 

p 

y 4 \ I ^ . 4 


X 

Ĩ6 


25 


= 1 ? 


(A) y - ; 

4 

_ 25 

(Q y~±£x ; 

lu 


(B)ỵ = ±^x ; 

(D) y = ±—X . 


25 


20. Cặp đường thẳng nào ỉằ các đường chuẩn của hypebol 


2 2 
* y 


= 1 ? 


(A)x^± 


(B)x = ± 


(C)x = ± 


4 


Ợ +p 


(D) x = ± 


ị 


2 „ 2 
ầ + p 


21. Đường tròn nào ngoại tiếp hình chữ nhật cơ sở của hvpebol 


16 


= 1 ? 


(A) X 2 + y 2 = 25 ; 
(C) X 2 + ý 2 =! 16 ; 


(B) X 2 + / = 7; 
(D) X 2 + y 2 = 9. 


^ 2 

22. Điểm nào là tiêu điểm của parạbol ý - 5x ? 


(A) F(S ; 0); 
(C) F ỉị; 0 


(B) F 






(D) F 


\ 

/ 


!=*' 




\ 


y;0 

Ù J 

23* Đường thẳng nào là đường chuẩn của parabol y 2 = 4x ? 

(A) Jt - 4 ; (B)jc = -2; 

(C) X = ± 1 ; (D)x = -L 

24. Cônic có tâm sai e = 


M. 


là dường nào ? 


(A) Hypebol; 
(C) Elip; 


(B) Parabol; 

(D) Đường tròn. 



Sài đọc thêm 



vì BA ĐƯỜNG CỔNI.C 


1. Từ xa xưa, người Hi Lạp chứng minh được rằng gỉao tuyến cỏa mặt nón tràn 
xoay và một mặt phẳng không đì qua đỉnh cua một nón là đường tròn hoặc đường 
cônie (elip, hypebol, parabol) (h. 98), Tiếng Anh, từ cone cổ nghĩa là mặt nón, do 
đó có từ "đường cônic". 




ri 

[ i 

1 1 

ụ ■ 




► 



Đường tròn 


Elip 


Parabol 



Hỵpebol 


Hình 98 

Ngay từ đẩu thời kì A-lếch-xăng-đờ-ri {thời cổ Hi Lạp), người ta dả biết khá đầy đủ 
về cẩc đường cônỉc qua bộ sách gồm 8 quyển cùa A-péHô-ni-ut (262 - 190 trước 
Công nguyên), Cuối thờỉ kì đó, nhà toán học Hi-pa-chha (370 - 415 sau Công 
Tiguyôn} đả cồng bố tác phẩm "Về các đường cônic của A-pộ-lố-nHur. 

Phải rất lốu sau đó, đến thế kỉ XVII, người ta mới tlm thấy nhũng ứng dụng quan 
trọng của cảc đường đố trong sự phát triển của khoa học và kĩ thuật. 


2. Ba đường cdnic còn có nhiều tính chất chung, Tính chất quang học là một ví 
dụ : Mội tia sáng phát ra từ một tiêu điểm của elỉp (hay hypebol) sau khi đập vào 
elip (hay hypebol) sẽ bị hắt lại theo một tỉa (tia phản xạ) nẳm trên đường thang đi 
qua tiêu điếm thớ haì của elip (hay hypebol) (h. 99). 



Hình 99 


Hình m 


VỚI parabol, tỉa sáng phát ra từ tiêu điểm (tía tời) chiếu đến một điểm của parabo! $ẻ bị 
hẳt ỉại (tia phản xạ) theo một tia song song (hoặc trùng) với trục của parabol (h. 100). 

Tính chất này cỏ nhiều ứng đựng, chẳng hạn: 

* Đèn pha : Bể mặt của đèn pha lồ một mặt tròn xoay sinh bỏỉ một cung parabol 
quay quanh trục cùa nó, bống đèn được đặt ồ VỊ trí tỉêu điểm của parabol đỏ (h. 101). 



h 


Hỉnh ỈOỈ 


• Mẩy viễn vọng vô tuyến cũng có dạng như đèn pha (h. 102). Điểm thu và phát 
tín hiệu cửa máy được đặt ỏ vi trí tiêu điểm của parabol. 



Hình 102 Hình 103 

• Hình 103 ỉà mô hình một lò phản ứng hạt nhân được xây dựng ở Mĩ. Mặt ngoài của 
lò là mặt tròn xoay tạo bổi một cung của hypeboí quay quanh trục ảo cỏa nò. 

3 . Chúng ta đã biết quỹ đạo của các hành tỉnh trong hậ Mặt Trời là đường elip. Đối 
vớỉ các vệ tinh nhân tạo và các con tàu vũ trụ, khỉ phóng lên, người ta phải tạo cho 
chúng cố vận tốc thích hợp để được quỹ đạo là elíp, hypeboi hoặc parahd. 



Ngoài ra, người fa còn ứng dụng câc tính chất của ba đường cônic trong cốc 
ngành xây dựng, hàng không, hàng hải " (h. 104). 




Hình ĩ 04 




BÀI TẬP ÔN CUỐI NĂM 




Trên hình 105, ta có tam giác ABC và các 
hình Vuông AA B ịB, BB 'C jC, cc 'A I A, 

Chứng minh cốc đẳng thức sau 

a) (ÃA r 4 - = 0 ; 

b) (ÃA t + BB' + CơyÃC = 0 I 

c) ÃĨ+WmCC =Õ I 

d) AB\ + BCị + CA\ = õ. 



\ 



Hình ẪỌ5 


Cho tam giác ABC vuông tại A, AB - c % AC - b. 

Gọi M lầ điểm trẽn cạnh BC sao cho CM = 2 BM y 
N là điểm trên cạnh AB sao cho BN =-- 2AN (hv 106). 

r 1 

a) Biểu thị các vectơ AM và CN theo hai vectơ 

Ãễ và Ăc, 

i 

b) Tìm hệ thức liên hộ giữa b và c sao cho 


B 



ẦM X CN. 


Hình ỉ 06 



















3. Cho tam giác ABC với AB - 4, AC - 5. BC = 6, 

a) Tính các góc A y B y c. 

b) Tinh độ dài cac dường trung tuyến và diên tích tam giác. 

c) Tính các bán kính đường tròn nội tiếp và ngoại tiếp tám giác ABC. 

4. Cho tam giặc ABC . 

s) Tam giác ABC có tính chất gì nếu a 2 - ''1 - a - ? 

b + c - à 

2 11 

b) Biết — = 7 “ + 7 “, chứng minh rằng 2sinA = siaẩ + sínC. 
n a h h n c 

i Trong mặt phẳng toạ độ Oxy c ho hai hình chữ nhật OACB và OA'C'B' như 
hình 107. Biết A (a ; 0), A\a’\ 0), B( 0 ; b), B'( 0 ; bj (fl, a\ % ự là những số 
dương, a*a’,h? Ệ% 

a) Viết phương trình các đường thẳng 
AB* và Ả r B . 

b) Tìm liên hệ giữa a, b y a\ b' để hai 
đường thẳng AB r và A’B cắt nhau. Khi 
đó hây tìm toạ độ giao điểrB / cùa hai 
đường thẳng đó. 

c) Chứng mỉnh ràng ba điểm /, c, C' 
thẳng hàng. 

d) Với điền kiện nào của a, b, ữ\ b ' 

thì c là trung điểm của /C' ? ^ ỉnịi 

6, Trong mặt phảng toạ độ Oxy cho hai điểm Ầ(3 ; 4) và ổ(6 ; 0). 

a) Nhận xét gì vổ tam giác ỠAB ? Tính diện tích của tam giác đó. 

b) Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB. 

c) Viết phương trình đường phân giác trong tại đỉnh o của tâm giác OAB, 

d) Viết phương trình đường tròn nội tiếp tam giác OAB, 

% Trong mặt phẳng toạ độ, với mỗi sd m -■£ 0, xét hai điểm Mị(- 4 ; m) và 

■ f A nsS 

M 2 4; ^ .. 

\ m) 

a) Viết phương trình đường thẳng MỵM 2 ‘ 

b) Tính khoảng cách từ gốc toạ độ o tới dường thảng MjM 2 . 




i 


c) Chứng tỏ rằng dường thẳng WịM 2 luôn tiếp xúc với một dường tròn cố định. 

d) Lấy các điểm 4,(-4 ; 0), A 2 (4 ; 0)* Tìm toạ độ giao điểm / của hâi 
dường thẳng A ị M 2 và A 2 M !. 

e) Chứng minh rằng khi m thay đổi, ỉ luôn luòn nằm trên một elip ( E ) cố 
định. Xác định toạ độ tiêti điểm của eiip đó, 

m 2 

X y 

8. Cho hypebol (//) có phương trình Y~ — í— - 1. 

a) Viết phương trình các đường tíộm cận của hypebol (//)* 

b) Tính diộn tích hình chữ nhật cơ sở của hỵpeboỉ (//)• 

... 3 \ _ " _ 

c) Chứng minh rằng các điểm M 5 ; ^ và N{ 8 ; 2v3) đổu thuộc (//). 

V 2J 

9 

d) Viết phương trình đường thẳng A đi qua M, N và tìm các giao điểm p t Q 
của A với hại đường tiệm cặn của hypebol (//), 

e) Chứng minh rằng các trung điểm của hai đoạn thẳng PQ và MN 
trùng nhau. 

9. Cho parabol (P) có phương trình y 2 = 4x, 

a) Xác định toạ độ tiêu điểm F va phương trình dường chuẩn đ của ( p ). 

b) Đường thẳng A có phương trình y =■ m {m ^ 0) lần lượt cắt dị Oy và (P) 
tại các điểm K , Hy M. Tìm toạ độ cửa các điểm đó. 

c) Gọi / là trung điểm của Oti. Viết phương trình đựờng thẳng ỈM vầ 
chứng tỏ rằng đường thảng ĨM cắt (P) tại một điểm duy nhất, 

d) Chứng minh rằng Ml± KF r Từ đó suy ra MỊ íà phân giác của góc KMF. 



HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 


Chuông I 

2. a) Sai; b) Đúng % c) Sai ; d) Đúng ; e) Đúng ; 
0 Sai. 3. Cấc vectơ ứ, d , V, ỹ cùng phương, 


các vecto' [ì, ũ cùng phương. Các cạp vectơ 
cbag hướng : ã và V ; d vầ ỹ ; h và ũ. Các 

cặp vec lơ bằng nhau : a và V ; b vầ u . 
4. a) Sai; b) Đúng ; c) Đúng ; d) Sai ĩ e) Đúng ; 
f) Đứng. 7. Hình thoi. 9. a) Sai ; b) Đóng. 
ỈL a) Sai ; b) Đúng ; c) Sai ; d) Đúng. 
11 Aí, N„ p nằm trân dường tròn (ớ) sao cho 
CM, ANị BP là các đường kính của (O). 
13. a) 100N ; b) 50N. lé, a) Sai ; b) Đúng ; 
c) Sai ; d) Sai ; e) Đúng. 17. a) Tạp rỗng ■ 
b) Tập gổm chỉ một trùng điểm 0 cua AB 

- \ÕẴ -w\ - Ơ\Í2 ; 
21 



hơẲ + 4OB 


= 5a 


04+2 


JS4Ỉ 


a 


-yOA -ịoB 
4 7 



22. OM=ịoA+(ỈOB ; MN = -ịoA + ^OB ■ 
2 2 2 


'an - -OA + ịoB 

z 2 

25. AB = -d + b 
BC = -à-ìb 


MB M - ị oi + OB 
2 

GC = -a- b ; 
CA = 2 ổ + b. 


26. ÁA' + BB' + CƯ’ = õ. 27. Chứng minh 
PQ + RỈ + TƯ = 0. 29. b), c), e> Đúng ; 

= í 0 ; 5), 

= (0,15 ; 1,3). 


1). d) Sai. 30. 3 = (-1 ; 0), I 

„ - í 1 1 ^ 

?={3;-ị), d = , ĩ 

\ 2 Ị) 

1 - ịn ; - cos24°). 31. a) ũ - (2 ; -8) ỉ 
b) ĩ - (”6 ; I); c) A = 4,4 ; / = -0,6. 32. Ẩ: = . 

mr 

33. Các mệnh đề đung là a), c), e) ; Các mệnh 
tè sai là b), d). 34. b) D = (-7; 7) ; 

fn \ 

, 35. M ] (x t - y), M 2 (~x ; y), 


,^;0 


; — y), 36. aVírọng tầm cùa tam giác là 
ơc0; 1); b) D = (8 ; - 11); c) £ = (- 4 ; -5). 

Ôn tập chương 1 

1. ÃB + BC^ÃC ; CB + BẦ = CẦ ; 

Ãè + CĂ^CB ; ẼÁ + CẼ = CÃ I 

BA + CA = BD (ữ là điểm đdi xứng của 

c qua điểm A) ; CB-CĂ = ÃB 1 

AB- CB - Ãẽ + BC — ~ÃC ; BC-ÃB = BẼ 
(E ià điểm sao cho ABCE là hình bình hành). 

2. OA ~ OB> 3. Sừ dụng đẳng thức 

i ÕẴ + ÕB + ÕC + ỠD = ầ 4. a) M là dinh của 
hình bình hành ABCM ; N là trung diểm 

cùa ẦD. b) p = -y = 5. a) iỊt = 

4 4 5 

6. a) Chứng minh AB và BC không cồng 
phương ; b) D = (2 ; - 6); c) E = (-3 ;-5). 

Bài tập trắc nghiệm chương 1 

I. <C) ; 2. (B); 3. (D); 4. (Q ; 5, (A) 16. (C); 

7, (A); 8. (B); 9. (B); ÍO. (A); 11. (C); 12. (D); 
13. (D); 14, (A) ; 15. (D) ; 16. (B) ; 17. (D); 
18. (B), 19. (Đ); 20, (À); 21. (B); 22. (B); 23. (B). 


Chương II 


1. a) 


Â-s-A 

+ 

V_ 

2 

J 

1 3 ; 


*ỉ 


2, a) 2sìỉi80° ; b) cosữ. 4 ,ữ.b dương khi hai 
vectơ a , b khác õ và góc (ứ , b) bé hơn 90° ; 


am khi hai vecĩơ a , b khác ồ và góc (ữ , b ) 
lớn hơn 90° ; bằng 0 khi hai vectơ a và b 

vuỏng gỏc. 5. 360°. 6. a) 1 + ^ ; b) . 

10. a) Chu ý ràng hình chiếu của vectơ 
AB trên dường tháng Aĩ là vectơ AM ; 

b) ÃM.ÃĨ + BN.B! =4R 2 . 12. Tập hợp các 
điểm M là dường thẳng vuông góc vớì 08 tại H, 




o là trung điểm của AB, èỉ nằm trèn tia OB sao 

Ề 2 . Jịyị 

cho OH 13*ịaU = -4Ọ ; b) Ẳ - ±~—. 

4đ 2 

14* a) Chu vi tam giác ìà 6 + 6y5 , diện tích 


là 18 ; b) G = (0 ; 1), // = 


ề\ 


,ỉ = -~;1 

4 / 


15. COS/4 = ”, í * 50°. 16* £C = 7.17* Bạn 

39 

Ciíờng (Bè * #7 * 6,1 km). 19. ớ * 4,9 ; 
c « 5,5.20.tf~ 3,5,22. /tc * 857 m, 3C $ 9Ó9 m, 
24. m a » 6,1. 25. -4£> « 8,5. 26. ÁC ~ 5,8. 

29.s» 16,3, 33. a) c - 80°, ba 9,1,đ » 12,3 ; 

b) Ã = 75°, đ ss 2,3, f = b = 4,5 ; c) Ẩ = 20°, 

ứ * 26,0, b « 13,8 ; d) A = 40°, b ? 212,3/ 

c * 179,4, 34. a) Â = £ = 63°, c * 5,7 ; 

b) a * 53,8, 5 » 36°, c * 57° ; c) c * 28,0, 
2 » 11°, % ~ 39°, 35, a) I * 43°, ồ s 61°, 
0 ^ 76° ; b) Â * 5$°, B X 85°, c * 40° ; 

c) Ằ * 34* ; B « 44° ; c * 102°. 36. 6,6 N. 
37. 17,4 m, 38. 18,9 m. 

Ôn tâp chương ỈI 

2. Tập hợp các diểm M có thể là đường tròn, 
điểm G hoặc'tập rỗng tuỳ theo các gỉẩ trí của k, 

4. Biểu thị các vectơ qua AB t AB'ị ầC, ACÌ 

- _ _WĨÕ _ o4ị _ a^M 

5. ạ )BM - —— , iíiv — MN — -— ; 

4 2 4 


b) AiĩMiV vuông can tai. M, s = 


5ữ^ 

16 


c) ỈC = d) R = 6. a) |,/) « 

3 4 

61°56‘ ; b) m - -4 ; c) n ậ - ị . 8. 5 lớn nhất 

4 

khi và chí khi c = 90°. 9, s = 96 ; h ữ = 16 ; 

R = 10 ; r = 4. 12. a) AB* + CĐ 2 = 82Ĩ 2 — 40P 2 ; 

b) PA 1 + PB 1 + PC 2 + PD 2 = 4/^ . 

Bài tập trắc nghiệm chương n 

1. (B); 2. <C); 3. (A) ; 4. (D); 5- (A) ; 6. (B) ; 
7 <B); 8. (ộ) ị 9 , (C); 10, (B); II. (A) ;12. (C); 
13» (B); 14. (A); 15. (Q; 16. (C). 


Chương 10 

í. Các mệnh để đứng là a), b), c); Các mệnh đề 
sai là d), e). 2. a) y = 0 ; b) jr = Q; c) y - y 0 = 0 
(y 0 ^ 0) ; d) .X - Ẳạ = 0 ; e) Vr>* ~ Xòy - 0. 

Ẹ = 0. 4. a) * - ly + 1 = 0 ; 


3, 2jc + 5^ + 


b) 2 jc 4 y - 3 = 0. 5. a) X - y -2 = 0 : 

J" _ _ -V. 

3 . 3 

2 1 2 , 

20 

■; b) Hai dường thằng song 


b) M’ 


ờ điểm 


r 9 


. 6. a) Hãi đường thẳng cắt nhau 


v 29 29/ 

song ; c) Hai đường thẳng trùng nhaií, 7. Cốc 
mệnh dề dung là b), d), e), f); Các mệnh đầ sai 
là a), c), 8, Các mệnh để dứng lầ á), b), d), e). 

Mệnh dề sai là c). 9* a) f' * ’;/ ; 

ỵ=5í 

;S*-3jr+15-0;b)|^* # ; 
3 5 [y = 1 + í 

Khống có phương trình chính tắc ; X - 4 ~ 0 ; 

^^ 5( ; ĩ±f = >y ;ll -5y + 17 = 0. 

y = l + 3í 5 3 


c) 


10. a) = 2-Ậ. b) JC- 2 V + 9 = 0.11. a) Hai 

ĩ -2 J * 

dường thẳng song song ; b) Hai đưừng thẳng 

cắt nhau tại (0 ; -13) ; c) Hai đường thầng 

■ / _ . . \ 

trùng nhau. 12. a) (3 ; 1) ; b) 




c) 


262 250 ^ 

U69 5 169/ 


13. M = 


67 
.25 

f 133 




18 


-í 


56^ 
25 
97 

18J 


14. B = 


( 9 

3 ì 

; D = 

(17 

20^1 

F 

y 


■ 

m 

-- 

Ui 

llj 


lù 

n) 


/ 


c = 


Vè 


. 15. Các mệnỉi dẻ b). 


V 11 11, 

c), e) đổng. Hai mệnh đề a) và d) sai. 
16. 43°3Ố\ 17. ư«+Ềy + c + Wứ 2 + b 2 =0 , 

ax + by + c- h4a~ 4' b 2 = 0 . 18. X + 2ỵ - 14 
= 0;v-2 = 0, 19. Không tổn tạL 
20. (1 $ V2)(x - 3) + (ỵ - 1) “ 0 ; 

0 “ 'Jĩ)(x - 3) + {_y - 1) = 0 . 21. a) b) và 



d) Đấng ; c) Sai. 22. a) (x - íf +ịỵ- 3) 2 = g ; 
b) (x + 2) 2 + y 2 = 5. 23. a) /(1 ĩ 1), R = 2 ; 

b) /(2 ; 3), * = VĨT . c) lịịilX 

R = -i-V 33 - 8m 2 với điểu kiện Ittĩl < , , 

4 V 8 

KCĩ-3) 2 + v 2 = 8.2S.a)(jf- l) 2 +(y- 1) 2 = 1 ; 

(* - 5) 2 + (y - 5f = 25.. b) (x - 3) 2 



25 


26.(1 ;-2) và 


4 

f ỊẰ 

v5 


vầ {x + l ) 2 + 


/ 5 n2 

7 2 / 


25 

4 


T f~ĩ/ ỵ 

2\ 

. 27, a) 3x-y + 2<JĨQ 
5J 

= Ọvầ3U <-y- 2 Vi ỏ = 0 ; b) 2 x - 7 + 2 Vs =0 
và2x- y- 2 V 5 = 0;c) 7 + 2 = 0 và X -2 = 0. 
'28, \m + 5| > 2 V 10 : A và ựể) không cắt nhau ; 
\m + 5| = 2 VĨ 0 : tiếp xuc ; \m + 5| < 2^/ĨÕ I 


3 -2+i/ĩĩì 

+ 

r 3 2+VŨÌ 

ri- 

[r 2 ) 

í 

2 2 

\ / 


cắt nhau, 29. 


30. a), b) và d) đúng ; c) vả e) SÍÙL 31. a) Toạ đô 
các tiêu điểm là (±m > 0) ; Toạ độ các đỉnh 
là (±5 * 0) và (0 ; ±2). Độ dàỉ trục lớn 2đ = 10, 
độ dài trục hé !à 2b = 4 ; b) í±Vs ; 0) ', 

(±3 ; 0) và (0; +2); 2a - 6, 27» = 4 ; c) (±VĨ ; 0) , 
(±2 ; 0) và (0 ; ±1), 2ơ = 4, 2b = 2. 


32 . a) ị + ịmi 

16 ■ 4 

c) ĩ +L. 

4 1 


2 „2 

b> 4 + 4 
20 16 


= 1 


= 1 33. a) MN = \y M “ y N ị = =-\ 


bì Mị 


Í 3v2 VĨ4 


và Mj 


ỉ 




34. e * 0,07647 . 35. Tập hợp điểm M là elìp 


cố phương trình 


-= 1. 36. Các 


các dương tiệm cận 7 - ±~x ; b) TiÊu điểm 

Fl(-5 10), FỆ$ ị 0). Độ dài trực thực 2a = 6. Độ 
dài trục ào 2 h = 8. Phương trình các đường tiệm 

cận y - ±2-x ; c) Hai tiêu điểm là (-Vĩõ ; 0) 

«3 

và (Vĩ0 ; 0), Độ dài trục thực bằng 6, đtì dài trục 
ảo bàng 2, Phương trình các dưửng tiệm cân 


y - ±--x. 38, 

3 


'RÝ 

a J 




/■ 


1/7=1 /=2 - ỹ 
% 

ầ ầ 


\ 


) 


39. a) 


16 


= 1 


b) 


27 12 

13 13 


= ỉ 


c) 


1 


= 1.42. a), b) vã d) sai ; c) đúng. 


43 . a) y 2 = Ì2x ; b) y 2 = X ■, c) ỷ 2 H 4 . 44. 2 p. 

«3 

45 . ẩự \ A) = -ị AB. Đường tròn đường kính AB 

tiếp xúc với đường chuẩn A. 46. 

V = — 7 -ỉ:' + 4 ,jr — í 47. a) Tiêu điểm 
4 2 4 

F(3,5 ; 0), đuông chuẩn X + 3,5 = 0; b) Tiêu diểm 
Fi(-V3 ; 0), đường chuẩn A] : X + ^ 


vs 


= 0. 


Tiêu điểm 7=2 (V 3 ; 0 ), dường chuẩn '■ 
10 = 0 ; c) Tiêu điểm Fj(-VĨ5 ; 0 ), đường 


X - 




chuẩn A l : X + - 4 = - 0. Tiêu điểm F 2 ( VĨ5 ; 0), 


Vl5 


14 


yu uuyụỉig UUUÌ ” r - — — 1. ỊuiVi v«v 

ỊỊạỶ (aỸ 1 - 1) 

\3/ \3/ _ 2. a) 

mệnh dề a), b), d) đúng ; c) sai, 37. a) Tiều đỉểm 

Fl(- VĨ3 ; 0), F 2 ( VĨ3 ; 0). Độ dài trục thực 
2ữ - 6. Độ dài trục ảo 2 b - 4. Phương trình 


đường chuẩn &2 - X - ự= = 0, 

Ôn tập chương III 

1. a) A|, & 2 căt nhau ; b) ủj // A 2 ; c) Aịm à 2 . 

X ~-2 +4t „ X V 

.z : ~i + T = 1 ’ c ) d ( M * ả ) 

7 = -1 + 3/ 2 

3 2 

= 1,8 ; d(N ; ử) = 2 ; d(p ; &) = 0,8 ; A cắt hai 



cạnh MP và NPy không cắt cạnh MN. d) Gọi ữ và 
/í lần lượt là góc giũa A vối Ox và ỡy\ a » 36°52 T ; 
0* 53°s*. 3L a) X - y + 2 > 0, b) O’ = (-2 ; 2) ; 

2 4^ ' 

, 4. ax+ by+c— 2(0*0 + by(Ị +c) 


/ 


c)W = 




3 3/ 


= 0. 5. X + 3y - 30 = 0 và 2x - 5y + 39 = 0. 

g 

6. a) m< —— hoậc m > 0 ; b) Tập hợp tâm cửa 
các đường tròn là hai phần cùa dường ứiẩng có phuong 


_ _ _ ^ 

trình 2x + y - 1 = 0 S ứng với x<ũ- hoặc X > " . 

8. 2(íí| — #2 M + 2(ỉ^ - + c, - Ci = 0. 

9. a).Ỵ + 2 — 0, 5* + Ì2y - 26 = 0 ; b) AI' =ÁT=3, 

7T T = -ị=T. 10. â) (£) có hai tiêu điểm (-1 ; 0) 

Vỉ 3 

và (ỉ ; 0); b) m có hai tiẽu diểm (~3 ; 0) và 
(3 ; 0) ; c) {-&; 0; và (-B ; o). 


11. a) -2-76 < m < 2v6 ; b) m = Ỉ2-J6. 

12. iì Elip c6 các tiêu điểm (-4 ; ỡ), (4 ; 0), các 
đỉnh (-5 ; 0) . (5 ; 0) và (0 ; -3) , (0 ; 3) ; 



; d) X 1 + y 2 


881 

41 


Bài tập trấc nghiệm chương 111 

1. (Q; 2. (B); 3, (A); 4, (D); 5. (A); 6, ÍD); 7. (B); 
8. <A); 9. (B); 10. (B); 11. (Á); 12. (B); 13. (Á); 
14. (D); 15. (A); 16. (D); 17. (D); 18. (B); 19. 
(A); 20. (C); 21. (A); 22. (D); 23. (D); 24. (Q. 


Ôn tập cuối năm 

lị c) Đặt ũ'= ÃÃ' + BB' 4- CC' ta có 
U.AC = 0 , Ũ,AB — 0, suy ra u = 6 ; d) Phan 

tích mỗi vectơ A6j ị BCị „ CAị thành tổng hai 
vectơ theo Cjjjjy tác hình bình hàiứì. 

2. a) ÃM = -ĂB■+. -ÃC; CN = -Ã5 -r Ãc ; 

3 3 3 

b) 3 b 2 = 2c 2 3. a)/1 ~83°, B w 56°, I * 41°. 

. , „ _ ^46 ' _VlÕ6 

® 2 5 mb " 2 ’ = 2 ^ ’ 



15 

4 


s ; c) 


r 



8 <y? 


4 ạ) Tam 


__ _ l 

giác ABC có Á = 60 ; b) Sử dọng 5 = ~ a.k ữ 

= - ■ = Ậ C./L. 5. a) A£ỉ': + oy - ợố' - 0, 

2 2 

A‘B bx + áy - a*b = 0 ; b) AB‘ và Ả B cắt nhau 
khỉhay ữW - ab * 0, giao áiểnũ 

b à' 

r aa'W~b) t . - ữb —: 

suy ra c/ và CC’ cùng phương, hay ba điểm 

c, /. C' thẳng hàng ; d) ứi' - 2đft. 6. a) ỠAữ là 

2 

taíĩi giác cân taí A , 12 ; b) (x - 3) + 

y- 


V 


s « 
3 


\2 


; c) z - 2y = 0 ; d) u - 3) 2 + 
64 


= 4 . 7. a) 
4 


- - m 

\W J 


(jc + 4) 


V £r/ 

-8(y - m) = 0 ; b) d(ỡ ; AfiM 2 ) = 4 ; 

c) Đườhg thảng M]ẪÍ 2 luồn tiếp xúc với 
dưÈmg tròn tâm Oy bán kính R = 4 ; 


d) x ì = 


4 ỌrC -16) 
m 2 + 16 


yt = 


I6m 


+ 16 


■ 2 

ỵ 

e) / nằm trên elip + 1| Hai tiêu diểm 

16 4 

J| <-2V3 ; 0) và F 2 Q &; 0). 8. a) y - và 

y=-^;b)32;d) (4á-3)x~6y-20^3+ 24 = 0, 
= 8 + 2 , yp = 4 + ^3 t = 5^2 , 


Xp 


yợ = + v3 ; e) Gọi ỉ và 7 lần lượt Jà 

V 2 

trung điếm AÍN. Pổ tbă JC/ — Xj, Do /, 7 
cùng thuộc dường thảng MN nên / = 7, 9. a) 
F(1 ; 0), â \ X + 1 = 0 ; b) K = (- 1 ; m), 

(2\ _ 

ỉn 2 

H =<0, m)y Af = ——\m ;c)4ĩ—2my+m =0; 

^ / 

d) EXlờng thẳng /Aí có vectơ pháp tuyến 
n - { 4; - 2f7í), JPF cùng phmrng v<s n. Vậy 
ÌCF1 /w 


7 



BÀNG THUẬT NGỮ 


B 

Bán kính qua tiêu (đối với elip) 98 

Bấn kính qua tiêu (đối với hypehol) 105 

Biểu thị một vectd theo hai vectợ không 
cùng phương 22 

Biểu thức toạ độ cỏa các phểp toán 
vectơ 28 

Bỉểu thức toạ độ cởa tích vô hướng 50 
Binh phương vô hưởng của một vectơ 46 

c 

Cống thức Hẽ-rông 59 
Còng thức hình chiếu 49 
Công thức trung tuyéh 58 

D 

Diện tích tam giác 59 

Đ 

Điều kiện để ba điểm thẳng hàng 21 

Biểu kiện dể hai vectơ cùng phương 21 

Bỉnh cỏa elỉp 100 

Bỉnh của hypeboỉ 106 

Đỉnh cùa parabcl 111 

Bịnh lí côsỉn trong tam giảc 53 

Dính lí sin trong tam giác 55 

Bộ đài của vectơ 7 

Bộ dài đại số 26 

Đơòng cônic 112,114 
■ Bưởng chuẩn của elip 113 
Đương chuẩn côa hypebol 113 


Đường chuẩn cũa parabo! 110 
Đường tiệm cận cùa hypebol 107 
Đường tròn 91 

I 

Elip (đường elip) 96 

G 

Giầi tam giác 61 

Giá trị lượng giác của một gốc 41 
Góc giữa hai vectơ 44 
Góc giữa hai đường thẳng 88 
Gốc toa độ 25 

H 

Hệ trục toạ độ 25, 26 
Hệ SỐ gỏc cồa đường thẳng 77 
Hỉệu của hai vectơ 15,16 
Hình chữ nhật cơ sỏ (đối vớỉ elip) 100 
• Hinh chữ nhật cơ sd (đối vối hypebol) 107 
Hoành độ 27, 40 
Hypebol (đường hypebol) 104 

K 

Khoảng cách từ một điểm 
đển một đường thằng 85 

M 


Mặt phẳng toạ độ 26 


N 

Nhánh của hypebol 106 

r 

p 

Parabol (dường parahol) 109, 110 

Phương tích của một điểm 
đối với một đường tròn 50 

Phương trình các đường phân giác 87 

Phương trình chính tắc cùa đường thẳng 82 

Phương trình chính tắc cùa elip 98 

Phương trình chính tẳccủa hypebol 105,106 

Phương trình chính tấc của parabol 110,111 

Phương trình đưởng thẳng theo đoạn 
chắn 77 

Phương trình đường tròn 91 
Phương trình tham số cửa đường thẳng 80 
Phương trình tiếp tuyến cùa dưỡng tròn 93 
Phương trình tổng quát của đường thẳng c 75 

G 

Quy tắc ba điểm 12 
Quy tắc hình bình hành 12 
Quy tấc về hiệu vectd 16 

T 

Tam giác Hê-rông 60 

Tâm đổi xứng cũa elỉp 100 

Tâm đôi xứng GỦa hypeboỉ 106 

Tâm sai của đường Gỏnic 114 

Tâm sai của eilp 101 

Tâm sai của hypeboi 107 

Tâm sai của parabol 114 

Tham sổ tiêu của parabọỉ 110 

Tích của một vectơ vớ ỉ một số 18, 19 

Tích vô hướng cửa haì vectơ 39, 44, 45 


Tiêu cự của eíip 97 

Tiêư cự của hypebol 104 

Tiêu điểm của đường côníc 114 

Tiêu điểm của elìp 97 

Tiêu điểm của hypebol 104 

Tiểu điểm của paraboi 110 

Toạ độ của một đỉểm 25, 28 

Toạ độ của vectơ 25, 26 

7oạ độ của trọng tâm tam giác 29 
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